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PREFACIO 


Se pretende que este libro sirva como texto para el curso de an&lisis que reci- 
ben normalmente los estudiantes avanzados de licenciatura o para los estu- 
diantes graduados de primer afio que estudian Matem&ticas. 

La presente ediclbn con algo mks de material, un poco de menos omi- 
siones, y un reordenamiento considerable, cubre en esencia los mismos temas 
que la segunda. Espero que dichos cambios hagan mas accesible y atractivo 
el material a los estudiantes que reciben tal curso. 

La experiencia me ha convencido que, pedagogicamente, es errbneo 
(aunque desde el punto de vista 16gico es correcto) comenzar con la construc¬ 
tion de los numeros reales a partir de los racionales. Simplemente en un 
principio, la mayoria de los estudiantes no aprecian la necesidad de hacerlo. 
Por esto se presenta el sistema de los numeros como un campo que posee 
la propiedad de la minima cota superior, y se efectuan rapidamente algunas 
aplicaciones interesantes de esta propiedad. Sin embargo no se omite la cons- 
truccibn de Dedekind. Ahora se encuentra en el apendice del capitulo 1, en 
donde puede estudiarse y deleitarse siempre y cuando se tenga la madurez 
adecuada. 

Se volvib a escribir casi todo el material sobre funciones de varias va¬ 
riables, completandolo con muchos detalles y mks motivacibn con ejemplos. 
La demostracibn del teorema de la funcibn inversa, que es el tema clave del 
capitulo 9, se simplifica con el teorema de punto fijo referente a mapeos de 
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contraction. Las formas diferenciales se estudian con m&s detalle. Se inclu- 
yen ademas varias aplicaciones del teorema de Stokes. 

En lo que se refiere a cambios, el capitulo sobre la integral de 
Riemann-Stieltjes se ha equilibrado un poco; tambien se adiciond al capitulo 
8 una pequena seccidn sobre la funcion gama para que el lector la desarrolle, 
y hay un numero bastante grande de ejercicios nuevos, la mayoria de ellos 
con sugerencias bastante detalladas. 

Tambien inclui varias referencias sobre articulos publicados en el 
American Mathematical Monthly y el Mathematics Magazine , esperando que 
a los estudiantes se les desarrolle el habito de consultar las publicaciones 
cientificas. R. B. Burckel muy amablemente me proporciond la mayoria de 
las referencias. 

Numerosas personas, tanto estudiantes como maestros, durante mu- 
chos anos me han enviado correcciones, criticas y comentarios acerca de las 
ediciones anteriores de este libro. Las aprecio y aprovecho la oportunidad 
para expresarles mis mas sinceros agradecimientos a todos los que me han 
escrito. 


WALTER RUDIN 



1 

LOS SISTEMAS DE LOS NUMEROS REALES 

Y DE LOS COMPLEJOS 


introducciGn 

Para que una presentation de los conceptos principales del an&lisis (tales co- 
mo la convergencia, continuidad, diferenciaci6n y la integracibn) sea satis¬ 
factory, debe basarse en el concepto de numero definido con exactitud. Sin 
embargo, aqui no se abordark el tema sobre los axiomas que gobiernan la 
aritmetica de los enteros, pero se supondra que se conocen bien los numeros 
rationales (es decir, los de la forma m/n , en donde my n son enteros y n * 0). 

El sistema de los numeros racionales visto como un campo o un con- 
junto ordenado, es inadecuado para muchos casos. (Los conceptos de campo 
y conjunto ordenado se definiran en las Secs. 1.6 y 1.12.) Por ejemplo, 
no existe un racional p tal que p 2 = 2. (Se demostrar& esto a continuaci6n.) Lo 
anterior conduce a la introduccibn de los llamados “numeros irracionales”, 
que con frecuencia se representan como desarrollos decimales infinitos y se 
consideran “aproximados” por los decimales finitos correspondientes. En- 
tonces la sucesibn 


1,1.4,1.41,1.414,1.4142,... 

“tiende a V 2”. Puede surgir la siguiente pregunta, a menos que el numero 
irracional y /~2 este evidentemente definido: iQue quiere decir que la sucesibn 
“tienda a”? 
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Esta clase de pregunta se puede contestar tan pronto como se constru- 
ya el llamado “sistema de los numeros reales”. 

1.1 Ejemplo Empecemos demostrando que la ecuacibn 

(1) p 2 = 2 


no se puede satisfacer por ningun numero racional p. Para ello supongamos 
que se satisface: podremos escribir p = m/n, donde m y n son enteros y 
ademas podremos elegirlos de modo que los dos no sean pares. Supongamos 
que lo hemos hecho; entonces (1) implica que 

(2) m 2 = In 2 , 


Lo que muestra que m 2 es par. Por tanto, m es par (si m fuera impar, rn 2 
tambien lo seria) y m 2 es divisible por 4. De aqui se deduce que el segundo 
miembro de (2) es divisible por 4, y por tanto n 2 es par, lo que implica que 
lo sea n. 

Por consiguiente, el suponer que se verifica (1) nos lleva a la conclu- 
si6n que m y n son los dos pares, en contra de la eleccibn que para ellos 
habiamos hecho. Luego (1) es imposible para un numero racional p. 

Examinemos ahora la situacibn algo mbs de cerca. Sea A el conjunto 
de todos los numeros racionales positivos p, tales que p 2 < 2, y B el de to- 
dos aquellos para los que p 2 > 2. Veremos que A no contiene ningtin nume¬ 
ro que sea mayor, ni B ninguno que sea menor, que todos los demds. 

Mas explicitamente, para cada p de A podemos hallar otro numero ra¬ 
cional q, tambien en A , tal que p < q; y para cada p de B otro q de B tal 
que q < p. 

Para esto, se asocia a cada numero racional p > 0 el numero 


(3) 


q=p 


P 2 ~2 

P + 2 


2p + 2 

P + 2 ' 


Por lo que 
(4) 


2 (^- 2 ) 
(P + 2) 2 ’ 


Si p pertenece a A, entonces p 2 - 2 < 0, de (3) se puede ver que 
q > p y de (4) q 2 < 2. Por lo que q pertenece a A. 

Si p pertenece a B, entonces p 2 — 2 > 0, de (3) se puede ver que 0 < q 
< p y de (4) q 2 > 2. Por lo que q pertenece a B. 


1.2 Observacibn El objeto de la discusion anterior ha sido demostrar que 
el sistema de los numeros racionales tiene ciertas lagunas, a pesar del hecho 
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de que entre dos numeros racionales, siempre hay otro: Si r < s entonces r 
< (r 4- s)/2 < s. El sistema de los numeros reales llena estas lagunas, y es 
la razbn principal del papel tan fundamental que desempefia este sistema en 
el anblisis. 

Para dilucidar su estructura y la de los numeros complejos, se empeza- 
r k con una discusibn breve de los conceptos generates de conjunto ordenado 
y campo. 

A continuacibn se da parte de la terminologia estbndar de la teoria de 
conjuntos que se usarb en todo este libro. 

1.3 Definiciones Si A es un conjunto cualquiera (cuyos elementos pueden 
ser numeros u objetos cualesquiera), se escribirb x e A para expresar que x 
es un miembro (o elemento) de A . 

Si x no es un miembro de A, se escribirb: x $ A. 

El conjunto que no contiene ningun elemento se llamarb conjunto va - 
c(o . Si un conjunto tiene al menos un elemento, es un conjunto no vacio. 

Si A y B son conjuntos y todo elemento de A es un elemento de B , se 
dice entonces que A es un subconjunto de B , y se escribe A cz B, o B z d A. 
Si adembs existe un elemento de B que no pertenece a A, entonces A serb un 
subconjunto propio de B. Obsbrvese que A c A para todo conjunto A . 

Si >1 c 5y B c /l, se escribe A = B. De otra manera serb A ± B. 

1.4 Definicion En todo el capitulo 1, el conjunto de los numeros raciona- 
les se representara con una Q. 

CONJUNTOS ORDENADOS 

1.5 Definicibn Si S es un conjunto, un orden en S es una relacibn repre- 
sentada por el simbolo < y tiene las dos propiedades siguientes: 

(/) Si x e S y y e S, una y sblo una de las proposiciones siguientes es 
cierta: 


x<y, x = y 9 y<x 

(//) Si x, y, z e S, y si x < yy y < z, entonces * < z. 

La proposicibn “x < y* 9 se tee “jc es menor que y" o “x es mas peque- 
fto que y" o tambten “x precede a/’. 

Con frecuencia conviene escribir y > x en vez de x < y. 

La notacibn x < y indica que x < y o x = y 9 sin especificar cukl de 
las dos se cumple. Dicho de otra manera, x s y es la negacibn de x > y. 

1.6 Definicibn Un conjunto ordenado es aquel en el que se ha definido un 
orden. 
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Por ejemplo, Q es un conjunto ordenado si se define r < s si s — r es 
un numero rational positivo. 

1.7 Definicidn Sup6ngase que S es un conjunto ordenado, y E c: S. Se 
dice que E es un conjunto acotado superiormente si existe un f3 e S tal que 
x < /? para cada x e, E, y a 0 se le denomina la cota superior de E. 

De la misma manera se definen las cotas inferiores (con > en lugar 
de <). 

1.8 Deflnici6n Supongase que S es un conjunto ordenado, E a S, y E 
estk acotado superiormente. Supbngase, adem&s, que existe un a e S con las 
siguientes propiedades: 

(/) a es una cota superior de E . 

(ii) Si 7 < a, entonces y no es una cota superior de E . 

Entonces a se denomina la minima cota superior de E [de (//) es evi- 
dente que a lo m&s hay una a] o el supremum de E, y se escribe 

a = sup E . 

La mdxima cota inferior o infimum de un conjunto E que esta acotado 
inferiormente, se define de la misma manera: La proposicibn 

en —ini E 


significa que a es una cota inferior de E y que ninguna j3 con /3 > a es una 
cota inferior de E. 

1.9 Ejemplos 

(a) Considerense los conjuntos A y B del Ejemplo 1.1 como subcon- 
juntos del conjunto ordenado Q . El conjunto A estk acotado supe¬ 
riormente. De hecho, las cotas superiores de A son los miembros de 
B. Como B no contiene un miembro m&s pequerio, entonces A no tie- 
ne minima cota superior en Q. 

De igual manera, B esta acotado inferiormente: el conjunto de 
todas las cotas inferiores de B consta de A y de todos los r e Q con r 
< 0. Como A no tiene un miembro mks grande, entonces B no tiene 
mdxima cota inferior en Q. 

(b) Si existe a = sup £, puede o no, ser a miembro de E. Sea por 
ejemplo, E x el conjunto de todos los r e Q con r < 0. Y E^ el conjun¬ 
to de todos los r e Q con r < 0. Entonces 

sup E x = sup E z = 0, 
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y 0 i 0 € E^. 

(c) Si E consta de todos los numeros \/n , en donde n = 1, 2, 3,..., 
Entonces sup E = 1 y pertenece a E, el inf E = 0, y no pertenece a E. 

1.10 Definici6n Se dice que un conjunto ordenado S tiene la propiedad de 
la minima cota superior si lo siguiente es cierto: 

Si E c S, E no es vatio y est& acotado superiormente, entonces E 
existe en S. 

El ejemplo 1.9 (a) muestra que Q no tiene la propiedad de la minima 
cota superior. 

Ahora se mostrar& que hay bastante relacidn entre las m&ximas cotas 
inferiores y las minimas cotas superiores, y que todo conjunto ordenado que 
tenga la propiedad de la minima cota superior tiene tambien la de la maxima 
cota inferior. 

1.11 Teorema Supdngase que S es un conjunto ordenado con la pro¬ 
piedad de la minima cota superior , B c= S y B es no vacio y acotado infe- 
riormente. Ahora sea L el conjunto de todas las cotas inferiores de B. 
Entonces 


a = sup L 


existe en S y a = inf B. 

En particular , el inf B existe en S . 

Demostraci6n Como B esta acotado inferiormente, L no es vacio. 
Ya que L consta exactamente de los y e S que ademas satisfacen la 
desigualdad y < x para cada x € B y es evidente que cada x e B es 
una cota superior de L. De aqui que L est& acotado superiormente. 
La hipbtesis referente a S implica por tanto, que L tiene un supre- 
mum en S; llamemosle a. 

Si 7 < a entonces (vease la Definicion 1.8) y no es cota supe¬ 
rior de L, de aqui que y 4 B. Y resulta que a < x para cada x e B. 
Entonces a e E. 

Si a < (3 se tiene que 0 4 L debido a que a es cota superior de L. 
Se ha mostrado que a e L, pero que 0 4 L si 0 > a. En otras 
palabras, a es una cota inferior de B , pero 0 no lo es si 0 > a. Esto 
significa que a = inf B . 

CAMPOS 

1.12 Definici6n Un campo es un conjunto F con dos operaciones, llama- 
das adicidn y multiplicacidn , que satisfacen los axiomas siguientes, (A), (M) 
y (D) llamados “axiomas de campo”: 
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(A) Axiomas para la adici6n 

(Al) Si x e F y y e F, entonces su suma, x + y est& en F. 

(A2) La adici 6 n es conmutativa: x + y = y + x para toda x, y e F. 
(A3) La adicibn es asociativa: (x + y) + z = x + (y + z) para to¬ 
da x, y, z e F. 

(A4) F contiene un elemento 0 tal que 0 + x = x para cada x e F. 
(A5) A cada x e F le corresponde un elemento — x e F tal que 

x +(— x) = 0. 

(M) Axiomas para la multiplicacidn 

(Ml) Si x e F y y e F, entonces su producto xy esta en F. 

(M2) La multiplicacion es conmutativa: xy = yx para toda x, y e F. 
(M3) La multiplicacion es asociativa: (xy)z = x(yz) para toda x, y, 
z e F. 

(M4) F contiene un elemento 1 & 0 tal que lx = 0 para cada x e F. 
(M5) Si x e F y x =£ 0, entonces existe un elemento 1/x e F tal que 

x • ( 1 /x) - 1 . 

(D) La ley distributiva 


x(y + z) — xy + xz 
se cumple para toda x, y, z e F. 

1.13 Observaciones 

( a) Se acostumbra escribir (en cualquier campo) 

x — y>—f x + y + z, xyz, x , x , 2 x, 3 x,... 

y 


en vez de 


* + (-JV). * 



> (x + y) + (xy)z> XX, XXX, X + X, X + X + X, - 


(b) Los axiomas de campo evidentemente se cumplen en el conjunto 
Q de todos los numeros racionales, siempre y cuando la adicidn y ia 
multiplicacidn signifiquen lo acostumbrado. Por ende, Q es un campo. 

(c) Aunque nuestro propdsito no es el de estudiar campos (o cual¬ 
quier otra estructura algebraica) con mucho detalle, vale la pena de- 
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mostrar que algunas propiedades conocidas de Q son consecuencia de 
los axiomas de campo; una vez hecho esto, no se necesitara volver a 
hacerlo para los numeros reales o para los complejos. 

1.14 Proposici 6 n Los axiomas para la adicidn implican las siguientes 
proposiciones: 

(a) Si x + y = x + z, entonces y = z. 

(b) Si x + y = x t entonces 7 = 0 . 

(c) Si x + y = 0 , entonces y = - x. 

(d) - {-x) = x. 

La proposici 6 n (a) es la ley de la cancelacidn. N 6 tese que ( b ) asegura 
la unicidad del elemento cuya existencia se supuso en (A4), y que (c) hace lo 
mismo para (A5). 

Demostracion Si x + y = x + z, de los axiomas (A) se tiene 

y = 0 + y = (-x + x) + y= -x + (x + y) 

= —X + (x + z) = ( — X + x) + z = 0 + z = z. 

Esto demuestra (a). T 6 mese z = 0 en (a) para obtener (b), y z = - x 
en (a) para obtener (c). 

Como — x + x = 0, (c) (con — x en lugar de x) esto produce (d). 

1.15 Proposicibn Los axiomas para la multiplicacidn implican las propo¬ 
siciones siguientes: 

(a) Si x # 0 y xy = xz, entonces y = z. 

( b) Si x 0 y xy = x, entonces y = 1. 

(c) Si x * 0 y xy = 1 , entonces y = l/x. 

(d) Si x * 0, entonces l/(l/x) = x. 

La demostracion es similar a la de la proposicibn 1.14 y por eso no se 
da aqui. 

1.16 Proposicibn Los axiomas de campo implican las siguientes proposi¬ 
ciones, para cualquier x, y, z e F: 

(a) Ox = 0. 

(b) Si x * 0 y y * 0, entonces xy & 0. 

(c) (- x)y = - (xy) = x(-y). 

(d) (-x)(-y) = xy. 

Demostraeibn Ox + Ox = (0 + 0)x = Ox. En consecuencia, 1.14(b) 
implica que Ox = 0, y por esto se cumple (a). 
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Supbngase ahora x =£ 0, y =£ 0, pero que xy = 0. Entonces de 

(a) se tiene 



una contradiccibn. Por lo tanto se cumple (b). 

La primera igualdad en (c) proviene de 

(~x)y + xy = (-x + x)y = Oy = 0, 

combinada con 1.14(c); la otra mitad de (c) se demuestra de la misma 
forma. Finalmente de (c) y 1.14 (d) se obtiene 

i-xK-y) = -W-J')] = -[-(*>')] = xy 

1.17 Definicibn Un campo ordenado es un campo F que a su vez es un 
conjunto ordenado, y que tiene las siguientes propiedades: 

(() x + y < x + z si x, y, z e F y y < z. 

(h) xy > 0 si x e F, y e F, x > 0, y y > 0. 

Si x > 0, se dice que x es positivo; si x < 0, entonces es negativo. 

Por ejemplo, Q es un campo ordenado. 

En cada campo ordenado se aplican todas las reglas conocidas de las 
desigualdades: la multiplicacibn por cantidades positivas (negativas) preserva 
(invierte) las desigualdades, ningun cuadrado es negativo, etcetera. En la si- 
guiente proposicibn se listan algunas de estas. 

1.18 Proposicibn En todo campo ordenado, las siguientes proposiciones 
son verdaderas: 

(a) Si x > 0, entonces — x < 0 , y viceversa. 

(b) Si x > 0 y y < z, entonces xy < xz. 

(c) Si x < 0 y-y < z, entonces xy > xz. 

(d) Si x =£ 0 , entonces x 2 > 0. En particular, 1 > 0. 

(e) Si 0 < x < y, entonces 0 < 1/y < 1/x. 

Demostracibn 

(a) Si x = 0, entonces 0 = — x + x > - x + 0, asi que — x < 0. 
Si x < 0, entonces 0 = — x + x< — x + 0, de manera que — x 
> 0. Esto demuestra (a). 

(b) Debido a que z > y, se tiene z - y > y - y = 0, por consi- 
guiente x (z-^) > 0 , y por tanto 

xz = x(z — y) + xy > 0 + xy = xy. 
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(c) De (a), ( b ) y la Proposici 6 n 1.16(c) se obtiene, 

- [x(z ~ y)] = (~x)(z -y)> 0, 

de aqui que x (z - y) < 0 , y en consecuencia xz < xy. 

(< d ) Si x > 0, la parte (ii) de la Definicibn 1.17 nos da x 2 > 0. Si x 
< 0, entonces — x > 0, por ende (— xf >0. Pero x 2 = (— x) 2 , de- 
bido a la Proposition 1.16 (d). Ya que 1 = l 2 , 1 > 0. 

(e) Si y > 0 y v < 0, entonces yv < 0. Pero y • (1 /y) =1 > 0. En 
consecuencia, 1/y > 0. De la misma forma, 1/x > 0. Si se multipli- 
can ambos miembros de la desigualdad x < y, por la cantidad positi- 
va (l/x)(l/y), se obtiene 1/y < 1/x. 

EL CAMPO REAL 

Ahora se establecera el teorema de existencia que es la base de este capitulo. 

1.19 Teorema Existe un campo ordenado R con la propiedad de la 
minima cola superior. 

Ademds, R contiene como subcampo a Q. 

La segunda proposicibn significa que Q e R y que cuando se aplican 
las operaciones de adicibn y multiplicacibn en R a los miembros de Q, estas 
coinciden con las operaciones mas comunes en los numeros racionales; tam- 
bien los numeros racionales positivos son elementos positivos de R. 

A los miembros de R se les denomina numeros reales. 

Debido a que la demostracibn del Teorema 1.19 es bastante larga y un 
poco tediosa, se presenta en el Apendice del capitulo 1. En realidad, la de¬ 
mostracibn construye R a partir de Q. 

El siguiente teorema podria obtenerse a partir de esta construccibn con 
un poco de esfuerzo adicional. No obstante, es preferible obtenerlo a partir 
del Teorema 1.19, debido a que este proporciona una buena ilustracibn de lo 
que se puede hacer con la propiedad de la minima cota superior. 

1.20 Teorema 

(o) Si x e R, y e R y x > 0, entonces hay un entero positivo n tal 
que 

n x > y. 

(b) Si x e R, y e R, y x < y, entonces existe un p g Q tal que 


x < p < y. 
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La parte (a) se conoce comunmente como la propiedad arquimediana 
de R. La parte (b) significa que Q es denso en R: es decir, entre dos numeros 
reales cualesquiera hay un rational. 

Demostraci6n 

(a) Sea A el conjunto de todos los nx 9 en donde n varia en los ente- 
ros positivos. Si ( a ) no fuera cierto, entonces y seria una cota superior 
de A, y A entonces tiene una minima cota superior en R. Hagamos a 
= sup A. Ya que x > 0, a — x < a, y a — x no es una cota supe¬ 
rior de A . Por consiguiente, a - x < mx para algun entero positivo 
n. De donde o: < {m + l)x e A, lo cual es imposible, porque a es 
una cota superior de A. 

( b ) Debido a que x < y, se tiene y - x > 0, y (a) proporciona un 
entero positivo n tal que 


n{y — x) > 1. 

Aplicando (a) nuevamente, se obtienen los enteros positivos m, y m^ 
de tal manera que > nx, > — nx. Entonces 

— m 2 < nx < m x . 

En consecuencia hay un entero m (con — m^ < m < m^) tal que 

m — \ < nx < m. 

Si estas desigualdades se combinan, se obtiene 
nx < m < 1 + nx < ny. 

Como n > 0, se deduce que 


m 

x < — < y. 
n 

Esto demuestra ( b ), con p = m/n. 

Ahora se demostrara la existencia de las raices fl-esimas de los reales 
positivos. Esta prueba mostrara como puede manejarse en /?, la dificultad 
mencionada en la Introduction (la irracionalidad de V 2). 

1.21 Teorema Para todo numero real x > 0 y cada entero n > 0 hay un 
numero real y > 0, y uno solo , tal que y" = x. 

Este numero y se escribe o x ]/n . 
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Demostraci6n Que como maximo hay un y con tal propiedad, es 
evidente, pues, 0 < y ] < y 2 implica y\ < y\. 

Sea E el conjunto formado por todos los numeros reales positi¬ 
ves t , tales que t n < x. 

Si t - x/(\ 4 - *), sera 0 < t < 1; por tanto, t n < t < x, por lo 
que t e E y E no es vacio. 

Si t > 1 4 x, entonces t n > t > x, asi que t $ E. Es decir, 1 4 
4 x es una cota superior de E . 

El Teorema 1.19 implica por lo tanto, la existencia de 

y = sup E. 

Para demostrar que y n — x se mostrara que cada una de las desigual- 
dades y n < x y y n > x conduce a una contradiccidn. 

La identidad b n — a n = (b — a)(b n - ] + b n ~ 2 £? + ••• + a n ~ x ) 
produce la desigualdad 


b n -a" Kib-^nb"- 1 


cuando 0 < a < b. 

Ahora supongase que y n < x. Si se escoge h de tal forma que 0 
< h < 1 y 


h < 


x-yT 
n(y + l )""* 1 


Si se hace a = y, b = y + h. Entonces 

(y + h) n — y n < hn(y 4- A)""" 1 < hn(y + l)" -1 < x — y n . 


Es decir (y + h) n < x, y y 4 h g E. Ya que y 4 h > y, esto contra- 
dice el hecho de que y es una cota superior de E . 

Suponiendo que y n > x. Hagase 


k = 


y 1 - x 
ny - 1 ’ 


Entonces 0 < k < y. Si t > y - k, se concluye que 
y — t n <> y — (y — ky < kny~ x = y - x. 


Por lo que t n > x 9 y t $ E. Se deduce que — k es una cota superior 
de E. 

Pero y — k < y, esto contradice el hecho de que y es la minima cota 
superior de E. 
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En consecuencia y n = x, y esto completa la demostraci6n. 

Corolario Si a y b son numeros reales positivos y n es un entero positivo, 
entonces 

(ab) i/n = a 1/n b 1/n . 


Demostracidn Haciendo a = a Un , j8 = b ]/n . Se tiene 

ab = aT = (a)?)", 

debido a que la multiplicacibn es conmutativa. [Axioma (M2) de la 
Definici6n 1.12]. Por lo tanto, la afirmacibn de unicidad del Teorema 

1.21 muestra que 


(ab) i/n == aj? = a 1/n b lf \ 

1.22 Decimales Terminaremos esta parte, seftalando la relacion que existe 
entre los numeros reales y los decimales. 

Sea x > 0 un nOmero real, y el mayor entero, tal que 
Elegidos /%, n k _ x> sea n k el mayor entero, para el cual 


” 0 + io + 



X. 


Sea, ademas, E el conjunto formado por los numeros 


(5) 


«o + 




(* = 0 , 1 , 2 ,...). 


En estas condiciones, x es el sup de E. El desarrollo decimal de x es 
(6) n 0 •n 1 n 2 n 3 • • •. 


Inversamente, para todo decimal con desarrollo infinito (6) el conjunto 
E de los numeros (5) esta acotado superiormente, y (6) es el desarrollo deci¬ 
mal del sup de E. 

Como nunca utilizaremos niimeros decimales, no entraremos en un es- 
tudio detallado. 

EL SISTEMA EXTENDIDO DE LOS NUMEROS REALES 

1.23 Definici6n El sistema extendido de los numeros reales esta consti- 
tuido por el campo real R al que se han afladido dos simbolos, + oo y - oo. 


(*)(N6tese que la existencia de Hq depende de la propiedad Arquimediana de R.) 
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Se conservar& el orden original en R , y se definiri 

— 00 < X < + 00 


para cada x e R, 

Es evidente entonces, que + oo es una cota superior de cada subcon- 
junto del sistema extendido de los numeros reales, y que cada subconjunto 
que no es vacio tiene una minima cota superior. Por ejemplo, si E es conjun- 
to que no es vacio ni acotado superiormente en R , entonces E = + oo en el 
sistema extendido de los numeros reales. 

Las mismas observaciones se aplican exactamente a las cotas inferiores. 

El sistema extendido de los nfimeros reales no forma un campo, pero 
por conveniencia se acostumbra lo siguiente: 

(a) Si x es un numero real, se verifica que — oo < * < + oo y 

x x 

X + CO = + 00 , X — CO = — oo, - = - = 0. 

+ 00 -00 

( b ) Si x > 0, ser& x • (+oo) = +oo, x • (—oo) = —oo. 

(c) Si x < 0, es x • '+ oo) = — oo, x • (—oo) = + oo. 

Cuando es conveniente hacer distincidn explicita entre los numeros rea¬ 
les por un lado y los simbolos + oo y — oo por otro, los primeros se llaman 
finitos. 

EL CAMPO COMPLEJO 

1.24 Definicidn Un ntimero complejo es un par ordenado de numeros 
reales (a, b). “Ordenado” significa que (a, b) y (b, a) se consideran distin- 
tos si a ± b. 

Sean x = (a, b), y = (c, d) dos ndmeros complejos. Se escribe x = y 
si y solamente si a = c y b = d. (N 6 tese que esta definicidn no es por 
completo superflua; debe pensarse en la igualdad de los numeros racionales 
representados romo cocientes de enteros.) Se define 

x + y = (a + c, b + d), 
xy = (ac — bd, ad + be). 

1.25 Teorema Las definiciones anteriores para la adicidn y la multiplica- 
cidrt vuelven al conjunto de todos los numeros complejos un campo, con (0, 
0) y (1,0) en lugar deO y 1. 
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Demostracion Simplemente se verificar&n los axiomas de campo de 
la Definicidn 1.12. (Se usa la estructura de campo de /?, por 
supuesto.) 

Sean x = (a, b), y = ( c, d), z = (e,f). 

(Al) es evidente. 

(A2) x + y = (a + c, b + d) = (c + a, d + b) = y 4- x. 

(A3) (x+y) + z = (a + c,b + d) + (<?,/) 

= {a + c + e,b + d +/) 

= (a, b) + (c + e,d + f) = x + (y + z). 

(A4) * + 0 = (a, b) + (0, 0) = (a, b) = x. 

(A5) Haciendo —x = (—a, -b). Entonces x + (— x) = (0, 0) = 0. 
(Ml) es evidente. 

(M2) xy = (etc — bd, ad + be) = (ca — db, da + cb) — yx. 

(M3) (xy)z = ( ac — bd, ad + bc)(e,f ) 

= {ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bee ) 

= (a, b){ce — df,cf + de) = x(yz). 

(M4) 1 x = (1, 0)(a, b) = (a, b) = x. 

(M5) Si x ^ 0, entonces (a, b) ± (0, 0), lo cual significa que al me- 
nos uno de los n timer os reales a, b es diferente de 0. En consecuencia, 
por la Proposicion 1.18(r/) a 2 + b 2 > 0, y se puede definir 


Por tanto. 


1 


x • - 
x 


1 _ (_ 2 _, -» \ 

\a 2 + b 2 a 2 + b 2 ) 




(D) x(y + z) = (a, b)(c + e,d+f) 

= (ac + ae — bd— bf, ad + af + be + be) 
= (ac — bd , ad + be) + (ae — bf \ af + be\ 
= xy -hxz. 


1.26 Teorema Para numeros reales cualesquiera a y b se tiene 
(a 9 0) + (b 9 0 ) = (a + b 9 0), (a 9 0 )(b 9 0) = (ab 9 0). 

La demostracidn es trivial. 

El Teorema 1.26 muestra que los numeros complejos de la forma (a, 0) 
tienen las mismas propiedades aritmeticas que los numeros reales correspon- 
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dientes a . Por tanto, es posible identificar {a, 0) con a . Esta identificacidn 
hace del campo real un subcampo del campo complejo. 

El lector puede haber notado que hasta ahora se han definido los nu- 
meros complejos sin hacer ninguna referencia a la misteriosa raiz cuadrada 
de - 1. A continuation se muestra que la notation (a, b) es equivalente a la 
mks acostumbrada a + bi. 

1.27 Definition i = (0,1). 

1.28 Teorema i 2 = — 1. 

Demostracion i 2 = (0, 1)(0, 1) = ( — 1, 0) = — 1. 

1.29 Teorema Si a y b son dos numeros reales, sera ( a,b ) = a 4- bi. 

Demostracidn 


a + bi = (a, 0) + (6, 0)(0, 1) 

«(*, 0) + (0, b) = (a, b). 

1.30 Definici6n Si a, b son reales y z = a + bi, entonces al numero 
complejo z = a — bi se le llama el conjugado de z. Los numeros a y b son 
la parte real y la parte imaginaria de z , respectivamente. 

Se escribira algunas veces 

a = Re(zj, b = Im(z). 

1.31 Teorema Si z y w son complejos, entonces 

(a) z + w = z + iv, 

(b) zw = z • w, 

(c) z + z = 2 Re(z), z — z = 2/ Im(z), 

(d) zz es real y positivo (excepto cuando z = 0). 

Demostracion (a), (b) y (c) son triviales. Para probar ( d ), escribase 
z = a + bi, y notese que zz = a 2 + b 2 . 

1.32 Definicibn Si z es un numero complejo, su valor absoluto (o mddu- 
lo) \z\ es la raiz cuadrada no negativa de zz; es decir, |z| = (zz) 1/2 . 

La existencia (y la unicidad) de |z| se concluye a partir del Teorema 
1.21 y la parte ( d ) del Teorema 1.31. 

N6tese que cuando x es real, es x = x, y por consiguiente |jc | = yj~x 2 . 
Asi que \x\ = x si x > 0, \x\ = — x si x < 0. 
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1.33 Teorema Siendo z y w numeros complejos. Se tiene 

{a) \z\ > 0 a menos que z — 0, |0| =0, 

(b) jz| = \z\, 

(c) |zw| = |z||w|, 

( d ) |Rez|^|z|, 

(c) \z + w| <£ |z| + |w|. 

Demostracidn (a) y ( b ) son evidentes. Si se hace z = a + bi, w = c 
+ di, en donde a, b, c, d real. Entonces 

|zw| 2 = (ac - bd) 2 + (ad + bc) 2 = (a 2 + b 2 )(c 2 + d 2 ) = |z| 2 |w| 2 

o \zw\ 2 = (\z\ | w’|y. Ahora (c) deduce de la afirmacion de unicidad 
del Teorema 1.21. 

Para demostrar ( d ), n6tese que a 2 < a 2 + b 2 , por consiguiente 
\a\ = Ja 2 <,Ja 2 + b 2 . 

Para demostrar ( e ), notese que zw es el conjugado de zw, as! 
que zw + zw = 2 Re (zw). Por lo tanto 

| z + w| 2 = (z + w)(z + iv) = zz + ziv + zw + ww 
= |z| 2 + 2 Re (zw) + | w| 2 
<, |zj 2 +2|zw| + |w| 2 
= 1*1 2 + 2|z| |w| + |w| 2 = (|z| + |w|) 2 . 

Y por ultimo se obtiene ( e ) extrayendo raiz cuadrada en ambos 
miembros. 

1.34 Notacidn Si x x ,..., x n son niimeros complejos, escribimos 


*1 + x 2 + * * * + x n ~ 


n 



Terminamos esta secci6n con una desigualdad importante, corriente- 
mente llamada desigualdad de Schwarz. 

1.35 Teorema Si a,,..., a„ y b t ,..., b„ son niimeros complejos, serd 


l a j h j 

j=l 


j= 1 j= 1 
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Demostraci6n Pongamos A = E|a y | 2 ; B = E \bj | 2 ; C = 'La j b j (en 
todas las sumas de esta demostracion, j toma los valores 1,... n). Si 
5 = 0, sera b x = • • • = b n = 0 y la conclusion es obvia. Suponga- 
mos, por tanto, que B > 0. Por el Teorema 1.31, tenemos 

X \Baj-Cbj\ 2 = Y (Baj - Cb^Bdj - Cbj) 

= B ‘ 2 X | aj | 2 - BC X a ; Bj - BC X a, b } + | C | ■ 2 X | bj | ■ 2 
= B 2 A — 5|C| 2 
= 5(^15- |C| 2 ). 

Como cada termino de la primera suma es no negativo, vemos que 

B(AB- |C| 2 )kO. 

Como B > 0, se sigue que AB - |C| 2 > 0, que es la desigualdad 
deseada. 

ESPACIOS EUCLID1ANOS 

1.36 Definiciones Para cada entero positivo k, sea R k el conjunto de to¬ 
das las A'-adas ordenadas 


X — (Xj, X2 , ..., Xf j), 

donde x ,,..., x k son numeros reales, llamados coordenadas de x. Los ele- 
mentos de R k se llaman puntos, o vectores, especialmente cuando k > 1. 
Designaremos a los vectores por letras negritas. Si y = O',,..., >v) yaun 
numero real, haremos 


* + y = (*1 + J'i. x k + y k ), 

ax = (ax t ,..., ax k ) 

de modo que x + y e R k y ax e R k . Esto define la adicion de vectores, lo 
mismo que la multiplication de un vector por un numero real (un escalar). 
Estas dos operaciones satisfacen las leyes conmutativa, asociativa y distribu- 
tiva (la demostracion es elemental, comparando con las leyes analogas para 
los numeros reales) y hacen de R k un espacio vectorial sobre el campo real. 
El elemento cero de R k (a veces llamado origen o vector nulo) es el punto 0, 
cuyas coordenadas son todas 0. 

Definimos tambien el llamado «producto interior» (o escalar) de x y y 
por 

k 

* • y = X x iyi 

i= 1 
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y la norma de x por 


/k \ 1/2 

|x| = (x-x) 1/2 • 

La estructura asi definida (el espacio vectorial R k con el producto inte¬ 
rior y la norma) es el llamado /:-espacio euclidiano. 

1.37 Teorema Supongamos x, y, z e R k y que a es un numero real . Sera: 

(а) |x|£0; 

(б) |x| = 0, si, y solo si, x = 0; 

(c) | ax | = | a 11 x |; 

(d) j x - y | ^ | x) | y |; 

(e) |x + y| <|x| + |y|; 

(f) |x-z| < |x — y| + |y — z|. 

Demostracion (a), ( b ) y (c) son evidentes y (c/) es una consecuencia 
inmediata de la desigualdad de Schwarz. Por ( d) tenemos 

I x + y j 2 = (x + y) • (x + y) 

= x- x + 2x-y + y- y 
^ |x| 2 + 21x| |y| + ly| 2 

= (l x l + |y|) 2 . 

con lo que queda demostrado ( e ). Finalmente, if) se sigue de (e) si 
sustituimos x por x - y y y por y - z. 

1.38 Nota El Teorema 1.37(a), (b) y if) nos permite (vease Cap. 2) con- 
siderar R k como un espacio metrico. 

R ] (el conjunto de todos los numeros reales) suele llamarse recta, o 
recta real. Del mismo modo a R 2 se le llama piano, o piano complejo (com- 
parar las Definiciones 1.24 y 1.36). En estos dos casos la norma coincide con 
el valor absoluto del numero real o complejo correspondiente. 

APENDICE 

Se demostrara en este Apendice el Teorema 1.19 construyendo R a partir de 
Q . Esta construccion se dividira en varios pasos. 


Paso 1 Los miembros de R seran determinados subconjuntos de Q , llama- 
dos cortaduras . Por definicion, una cortadura es cualquier conjunto a c Q 
con las tres propiedades siguientes: 
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(I) a no es vado, a ^ Q. 

(II) Si p e a, q e Q, y q < p, entonces q e a. 

(Ill) Si p e a, entonces p < r para algun r e a. 

Las letras p, q, r 9 ... siempre denotaran numeros racionales, y a, 

7 ,... se usaran para simbolizar cortaduras. 

Notese que (III) significa simplemente que a no tiene un miembro mas 
grande; (II) implica dos hechos que se usaran con libertad: 

Si p e a. y q 4 a, entonces p < q. 

Si r 4 a y r < s, entonces s $ a. 

Paso 2 A1 definir “a < /?” esto significara que: a es un subconjunto pro- 
pio de 0. 

Comprobemos que esto cumple con los requisitos de la Definicibn 1.5. 

Si a < 0 y 0 < 7 , es evidente que a < 7 . (Un subconjunto propio de 
un subconjunto propio es un subconjunto propio.) Tambien es claro que a lo 
mas una de las tres relaciones siguientes 

a</?, a = /?, 0 <<x 

puede ser cierta para cualquier par a, 0. Para mostrar que al menos una es 
cierta, supongase que las primeras dos no lo son. Entonces a no es un sub¬ 
conjunto de 0 . De aqui que hay un p e a con p 4 0. Si q e 0, se deduce 
que q < p (ya que p 4 0 ), en consecuencia q e a, por (II). Entonces 0 a 
a. Debido a que 0 =£ a, se concluye: 0 < a. 

Es por esto que ahora R es un conjunto ordenado. 

Paso 3 El conjunto ordenado R tiene la propiedad de la minima cota superior. 

Para demostrar esto, supongamos que A es un subconjunto de R , y 
que 0 e R es una cota superior de A. Definase a 7 como la union de todas 
las a e A. Dicho de otra forma, p e 7 si y solamente si p e a para alguna a 
€ A . Se demostrara a continuacion que 7 e R y 7 = sup A. 

Como A es no vado, existe una a {) e A. Esta a<, no es vacia. Ya que 04 , 
c 7 , 7 es no vacia. En seguida, 7 cz 0 (porque a a 0 para cada a e A), 
y por lo tanto 7 * Q. De aqui que 7 satisface la propiedad (I). Para probar 
(II) y (III), tomese p e 7 . Entonces pea, para alguna a, e A. Si q < p, 
entonces q e a,, por esto q e 7 ; esto demuestra (II). Si se selecciona re a, 
de tal forma que r > p, se ve que re 7 (porque a, c 7 ), y por lo tanto 7 
satisface (III). 

Asi que 7 e R. 

Es evidente que a < 7 para cada a e A. 

Supongase ahora que 6 < 7 . Entonces hay un s e 7 y 5 4 6 . Debido a 
que s e y, s e a para alguna a e A. Por esto 6 < a, y 6 no es una cota su¬ 
perior de A . 
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Esto da el resultado deseado: 7 = sup A. 

Paso 4 Si a e R y 0 e R, se define a + 0 como el conjunto de todas las 
sumas r + s, en donde r e a y s e 0. 

Se define tambien 0* como el conjunto de todos los numeros raciona- 
les negativos. Es claro que 0* es una cortadura. Se verificara que los 
axiomas para la adicidn (vease Definici 6 n 1.12) son ciertos en R, en donde 
0 * desempefla el papel de 0 . 

(Al) Se tiene que mostrar que a + 0 es una cortadura. Es evidente 
que a + 0 es un subconjunto de Q que no es vado. Si se toman r' 4 
a, s' $ 13 . Entonces r' + s' > r + s para cualesquiera r e a, s e 0. 
Es por esto que r' + s' $ a + 13. De aqui que a + 0 tiene la pro- 
piedad (I). 

Si se toma p e a + 0. Entonces p = r + s, con r e a, s e 0. 
Si q < p, es q - s < r, asi q - s e a, y q = (q - s) + s e a + 
+ 0. Entonces (II) se cumple. Si se escoge tea de tal manera que t 

> r. Entonces p < t + sy t + s e a + 0. De donde (III) se cumple. 
(A2) a + 0 es el conjunto de todos los r + s, con r e a, s e 0. Por 
la misma definicion, 0 4 - a es el conjunto de todos los s + r. Debido 
a que r + s = s + r para todo r e Q, s e Q, se tiene a + 0 = 
= 0 + a. 

(A3) Como en el punto anterior, esto se deriva de la ley asociativa 
en Q. 

(A4) Si r e a y s e 0*, entonces r + s < r, en consecuencia r + s 
e a. De aqui que a + 0* c a. Para obtener la inclusion opuesta, 
tdmese p e a, y r e a, r > p. Por lo que p — r e 0*, y p = r + 
+ ( p- r) e a + 0*. De donde a c a + 0*. Se concluye que a 
+ 0* = a. 

(A5) Con a e R fijo y (3 el conjunto de todos los p con la propiedad 
siguiente: 

Existe r > 0 tal que — p — r $ a. 

Dicho de otra manera, algun numero racional mas pequeiio que 
—p ya no est& en a. 

Se mostrard que /3eRyoi + 0 = O*. 

Si s $ a y p = - s — 1, entonces — p - 1 £ a, de aqui que p 

g 0 . De esta manera (3 no es vado. Si q e a, entonces — q g /?. Asi 

/3 * Q. En consecuencia, satisface (I). 

Tomando un p g (3, y r > 0 , de manera que — p — r $ a. Si q 

< p , entonces — q - r > — p — r, de aqui que - q - r 4 a. Por 

lo que q e 13, y (II) se cumple. Poniendo t = p + (r/ 2). Entonces t 

> P> y — t — ( r/2) = — p — r 4 oc, de manera que t e 0, En conse¬ 
cuencia 0 satisface (III). 

Se ha probado que 13 g R. 
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Si r g a y s e /3, entonces — s $ a, por esto r < — 5, r + s 
< 0. De aqui que a + 0 c: 0*. 

Para probar la inclusibn opuesta, t 6 mese v e 0*, y h&gase w = 
= — v/ 2 . Entonces w > 0, y hay un entero n tal que aiw e a, pero 
(« 4 - l)w £ a. (N 6 tese que esto depende del hecho \de que Q tiene la 
propiedad arquimediana!) Poniendo /?=-(// + 2)w. Entonces p e 
| 8 , debido a que - p - w t a, y 

v = nw + pe a + /J. 

De aqui que 0* c a + 0. 

Se concluye que a + (3 = 0*. 

Por supuesto que esta 0 se denotar& mediante — a . 

Paso 5 Habiendo demostrado que la adicibn definida en el Paso 4 satisface 
los axiomas (A) de la Definicibn 1.12, se concluye que la Proposicibn 1.14 es 
v&lida en R, y se puede probar uno de los requisitos de la Definicibn 1.17: 

Si ot 9 0, y e R y 0 < 7 , entonces a + 0 < a + 7 . 

En verdad, es obvio de la definicibn de + en R que a + 0 c a + 7 ; 
si se tuviera a + 0 = a + 7 , la ley de la cancelacibn (Proposicibn 1.14) 
implicaria 0 = 7 . 

Tambien se deduce que a > 0* si y solamente si — a < 0*. 

Paso 6 La multiplicacibn en este contexto es un poco m&s fastidiosa que la 
adicibn, debido a que los productos de racionales negativos son positivos. 
Por esta razbn nos restringiremos primero a R + , el conjunto de todas las a e 
R con a > 0*. 

Si a e R* y (3 e /? + , entonces se define a/3 como el conjunto de todos 
los p tales que p < rs para r e a, 5 e / 3 , r > 0, 5 > 0. 

Se define 1* como el conjunto de todos los q < 1. 

Entonces se cumplen los axiomas (M) y (D) de la Definicidn 1.12, con 
R + en lugar de F y 1 * desempefla el papel de 1. 

Las demostracioncs son tan similares a las ofrecidas en el Paso 4 que 
se omitiran. 

En particular, nbtese que el segundo requisito de la Definicibn 1.17 se 
cumple: Si a > 0* y /3 > 0 *., entonces a/3 > 0 *. 

Paso 7 Se completa la definicibn de la multiplicacibn estableciendo que a0* 
= 0 *a = 0*, y 




a/? = 


-[(-a)/?] 


l-[* (-/*)] 


si a < 0 *, P < 0 *, 
si a < 0 *, P > 0 *, 
si a > 0 *, P < 0 *. 
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Los productos del miembro derecho se definieron en el Paso 6 . 

Habiendo probado (en el Paso 6 ) que los axiomas (M) se cumplen en 
R + , ahora es muy simple demostrarlos en R y por medio de la aplicacibn repe- 
tida de la identidad y = — ( — 7 ) que es parte de la Proposicibn 1.14. (Vease 
el Paso 5.) 

La demostracion de la ley distributiva 

a (/? + y) = aj 8 + ay 

se divide en varias partes. Por ejemplo, supongase que a > 0*, f} < 0*, 0 + 
+ 7 >0*. Entonces 7 = (0 + 7 ) + ( — /?), y (debido a que ya se sabe que 
la ley distributiva se cumple en R + ) 

ay = a(j3 4- y) + a • (-j3). 

Pero a • ( —/?) = - (a/3). Entonces 

a/? + ay = a(/? + y). 

Las otras partes se tratan en la misma forma. 

Se ha completado ya la demostracion de que R es un campo ordenado 
con la propiedad de la minima cota superior . 

Paso 8 Con cada r e Q se asocia el conjunto r* que consta de todos los p 
e Q tales que per. Es evidente que cada r* es una cortadura; es decir, 
r* € R. Estas cortaduras satisfacen las relaciones siguientes: 

(a) r* + = (r -h s)*> 

(b) r*s* = ( rs )*, 

(c) r* < s* si y solo si r < s. 

Para probar (a) se escoge p e r* + 5 *. Entonces p = w + v, en donde 
w < r, v < 5 . En consecuencia p < r + s y lo cual expresa que p e (r 4- 5 )*. 

De manera inversa, supongase que p e (r + s)*. Entonces p < r + s. 
Si se escoge t tal que 21 = r + s — p y hagase 

r' = r - t, s' = s - t. 

Entonces r' e r*, 5 ' e s* y p = r' + 5 ', de modo que p g r* + 5 *. 

Esto demuestra (a). La demostracion de (b) es similar. 

Si r < 5 , entonces r e 5 *, pero r e /**; en consecuencia r* < s*. 

Si r* < 5 * entonces hay un € s* tal que p $ r*. En consecuencia r 
< p < 5 , asi que r < 5 . 

Esto demuestra (c). 
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Paso 9 Como se vio en el Paso 8, el reemplazo de los numeros racionales r 
por las correspondientes “cortaduras racionales” r* e R preserva las sumas, 
productos y el orden. Esto puede expresarse tambien, diciendo que el campo 
ordenado Q es isomorfo al campo ordenado Q* cuyos elementos son las cor¬ 
taduras racionales. Por supuesto que r* no es de ninguna manera el mismo 
que r, pero las propiedades que nos interesan (la aritmetica y el orden) son 
las mismas en los dos campos. 

Esta identification de Q con Q* permite considerar a Q como un sub- 
campo de R. 

En terminos de esta identificacidn, la segunda parte del Teorema 1.19 
se entiende bien. Notese que ocurre lo mismo cuando los numeros reales se 
consideran como subcampo del campo complejo, y esto sucede tambien en 
un nivel mucho mas elemental, cuando los enteros se identifican como un 
subconjunto determinado de Q. 

Es un hecho que dos campos ordenados cualesquiera con la propiedad 
de la minima cota superior son isomorfos , pero esto no se demostrara aqui. 
Por lo tanto, la primera parte del Teorema 1.19 caracteriza completamente 
al campo real R. 

Los libros de Landau y Thurston que se citan en la Bibliografia se de¬ 
dican completamente a sistemas de numeros reales. El capitulo 1 del libro de 
Knopp contiene una descripcion mas pausada de c6mo se puede obtener R a 
partir de Q. Otra construccion presentada en la seccion 5 del libro de Hewitt 
y Stromberg, define a cada numero real como una clase de equivalencia de 
sucesiones de Cauchy de numeros racionales (vease el Cap. 3). 

Dedekind invento las cortaduras que se usaron en esta seccion. La 
construccion de R a partir de Q por medio de sucesiones de Cauchy se debe 
a Cantor. Cantor y Dedekind publicaron sus construcciones en 1872. 

EJERCICIOS 

A menos que se especifique lo contrario, todos los numeros que se mencionen en es- 
tos ejercicios seran reales. 

1. Si r es racional (r & 0) y x es irracional, demuestre que r + jr y rx son irracionales. 

2. Demostrar que no hay ningun numero racional cuyo cuadrado sea 12. 

3. Demostrar la Proposition 1.15. 

4. Sea E un subconjunto que no es vacio de un conjunto ordenado; supongase que 
a es una cota inferior de E y (3 es una cota superior de E . Demostrar que a. 
< / 3 . 

5. Sea A un conjunto de numeros reales que no es vacio, que esta acotado inferior- 
mente. Si —A es el conjunto de todos los numeros — .v, en donde x e A. De¬ 
mostrar que 


inf A = —sup(— A). 
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6. Sea b > 1 fijo. 

(a) Si m, rt, p, q son enteros, n > 0, q > 0, yr = m/n = p/q, demostrar que 

(frmy/n = (fcP)l/«. 

Por consiguiente tiene sentido definir b' = ( b m ) Wn . 

(b) Demostrar que = b r b s si r y s son racionales. 

(c) Si x es real, y se define B(x) como el conjunto de todos los numeros b\ don- 
de t es racional y t < x. Demostrar que 

b r = sup B(r) 

en la cual r es racional. En consecuencia tiene sentido definir 

b x — sup B{x) 

para cada real x. 

(d) Demostrar que b x+y = b x b y para todos los reales x y y. 

7. Con b > 1, y >0 fijos, demostrar que hay un real unico x tal que b x = y , al 
completar el bosquejo siguiente. (A este x se le llama logaritmo de y de base b.) 

(a) Para cualquier entero positivo b n — 1 ^ n(b — 1). 

(b) En consecuencia b — 1 ^>n(b itH — 1). 

(c) Si t > 1 y n > (b — 1 )/(t - 1), entonces b lln < t. 

(d) Si w es tal que b w < y , entonces b w+ ^ /n) < y para un n suficientemente 
grande; para ver esto apliquese la parte ( c ) con t=yb~ w . 

(e) Si b w > y t entonces b w ^ Wn) > y para un n suficientemente grande. 

(/) Considerar A como el conjunto de todos los w tales que b w < y f y mostrar 
que x = sup A satisface b x = y. 

(g) Demostrar que x es unico. 

8. Demostrar que en el campo complejo no puede definirse ningun orden para que 
este se vuelva un campo ordenado. Sugerencia: — 1 es un cuadrado. 

9. Supbngase que z = a + bi, w = c -I- di, y definase z < w si a < c, y tambien si 
a = Cy pero cuando b < d. Demostrar que esto convierte al conjunto de los nu¬ 
meros complejos en un conjunto ordenado. (Por razones obvias, a este tipo de 
relacibn de orden se le denomina orden diccionario o lexicografico.) i Tiene este 
conjunto ordenado la propiedad de la minima cota superior? 

10. Supbngase que z = a + bi, w = u + /v, y 



Demostrar que z 2 = w si u > 0 y que (z¥ = w si v < 0. Y conctuyase que cada 
numero complejo (con una excepcibn) tiene dos raices cuadradas complejas. 

11. Si z es un numero complejo, demostrar que existe un r > 0 y un numero comple¬ 
jo w con | w| = 1 tal que z = nv. iz determina siempre de manera unica a w y r? 
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12. Si z x ,.. *, z n son complejos, demostrar que 

Iz, + z 2 H-f z.\ <. \zt\ + |z 2 | H-h \z,\. 

13. Si x*, y son complejos, demostrar que 

\\x\-\y\\<Z\x-y\. 

14. Si z es un numero complejo tal que \z\ = 1, esto es, tal que zz — 1, calcular 

|l + *l* + |l-z|*. 

15. ^En que condiciones se produce la igualdad en la desigualdad de Schwarz? 

16. Supongamos k > 3; x, y € R k \ |x — y| = d > 0 9 y r > 0. Demostrar: 

(a) Si 2 r > d hay una infinidad de z e R k tales que 

|z-x| = |z-y| =r. 

(b) Si 2 r = d , hay solamente uno de tales z. 

(c) Si 2 r < d , no hay tales z. 

£C6mo se modificarian estas afirmaciones si k fuera 2 o 1? 

17. Demostrar que 

|x + y| 2 + |x — y| 2 —2)x| 2 + 2|y| 2 

Si x e R k y y e R k . Interpretarlo geom^tricamente, como una propiedad de los 
paralelogramos. 

18. Si k > 2 y x € R k , demostrar que existe y e R k tal que y * 0 pero x • y = 0. 
*,Es tambien verdad si A: = 1? 

19. Suponer a e R k y b e R k . Hallar c e R k y r > 0 tales que 

|x-a| =2|x — b| 

si, y splo si |x — c| =r. 

(Solution: 3c = 4b — a, 3r = 21 b — a |.) 

20. Refiriendose al Apendice, supbngase que la propiedad (II) se omite de la defini- 
ci6n de cortadura, conservando las mismas definiciones de orden y la adici6n. 
Mostrar que el conjunto ordenado resultante tiene la propiedad de la minima 
cota superior y que la adicion satisface los axiomas (Al) al (A4) (;con un elemen- 
to cero ligeramente diferente!) pero no el (A5). 
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TOPOLOGIA BASICA 


CONJUNTOS FINITOS, NUMERABLES Y NO NUMERABLES 

Empezamos esta secci6n con una definition del concepto de funcion. 

2.1 Definici6n Consideremos dos conjuntos A y B, cuyos elementos 
pueden ser objetos cualesquiera, y supongamos que con cada elemento x de 
A se asocia, de algun modo, un elemento de B que representaremos por 
f(x). Se dice que / es una fuficion de A en B (o una aplicacion o mapeo de A 
en B). 

El conjunto A se llama dominio de definition de / (tambien se dice que 
/esta definida en A) y los elementos de /(x) se llaman valores de/. El con- 
junto de todos los valores de / se llama rango de /. 

2.2 Definition Sean A y B dos conjuntos y fun mapeo o aplicacion de A 
en B. Si E <= A, se define f(E) como el conjunto de todos los elementos 
f(x) para x e E. A /(£) le llamamos imagen de E bajo /. En esta notation, 
f(A) es el rango de f Esta claro que f(A) <= B. Si f(A) = B , decimos que/ 
mapea o aplica A sobre B. (Se utiliza la palabra sabre , admitiendo para ella 
un significado mas especifico que el de en). 

Si E <= B f f-'(E) representa el conjunto de todo x e A tal que f(x) e 
E. Llamamos a/-'(£) imagen inversa de E bajo/. Si y e B,f~'(y) es el con¬ 
junto de todos los x e A tales que/(x) = y. Si, para cada y e B f f-'(y) no 
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esta integrado por mas de un elemento de A se dice que / es un mapeo 1-1 
(uno a uno) de A en B. Esto puede expresarse tambien como sigue: / es un 
mapeo 1-1 de A en B cuando f(x x ) =£ f(xf) siempre que x x * a^; x x e A; x 2 
e A. 

(La notation x x ± x\ significa que x x y x^ son elementos diferentes; en 
otro caso, escribiremos X} = x,). 

2.3 Definici6n Si existe un mapeo 1-1 de A sobre B> decimos que A y B 
pueden ponerse en correspondencia 1-1, tambien llamada biunivoca , que A y 
B tienen el mismo numero cardinal , o mas brevemente, que A y B son 
equivalentes, y escribimos A ~ B. Esta relacion tiene las propiedades si- 
guientes, como se ve claramente: 

Es reflexiva: A ~ A. 

Es simetrica: si A ~~ B, tambien B ~ A. 

Es transitiva: si ^4 - B y B - C, tambien A ~ C. 

Toda relacibn con estas tres propiedades, se llama relacion de equi- 
valencia . 

2.4 Definicion Para todo entero positivo n, sea J n el conjunto cuyos ele¬ 
mentos son los numeros enteros 1, 2,..., n y y J el conjunto formado por to- 
dos los enteros positivos. Para todo conjunto A, decimos: 

(a) A es finite si A - ■ J n para algun n (el conjunto vacio se conside- 

ra finito). 

(b) A es infinite si no es finito. 

(c) A es numerable si A ~~ J. 

(d) A es ne numerable si no es ni finito ni numerable. 

(e) A es a le mas numerable si es finito o numerable. 

Para dos conjuntos finitos A y B, evidentemente tenemos A ~ B si, y 
solo si, A y B contienen el mismo numero de elementos. Para los conjuntos 
infinitos, la idea «tener el mismo numero de elementos» es vaga, mientras 
que la nocion de correspondencia 1-1 conserva su claridad. 

2.5 Ejemplo Sea A el conjunto de todos los numeros enteros. A es nume¬ 
rable. Para ver*o, consideremos la disposicion siguiente de los conjuntos A 
yJ: 


A: 0, 1, -1, 2, -2, 3, -3,... 

/: 1,2, 3, 4, 5, 6, 7,... 

Podemos, en este ejemplo, dar una formula explicita para una funcion 
/ de J en A que establece una correspondencia 1-1: 
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/(»)- 


(n 

2 


n- 1 


(n par), 


(n impar). 


2.6 Observacibn Un conjunto finito no puede ser equivalente a uno de 
sus subconjuntos propios. Sin embargo, esto es posible para conjuntos infi¬ 
nites, segun se ve en el ejercicio 2.5, en el que J es un subconjunto propio 
de A. 

De hecho, podemos sustituir la Definition 2.4(b) por la proposition: A 
es infinite, si es equivalente a uno de sus subconjuntos propios. 

2.7 Definicibn Por sucesidn entendemos una funcibn / definida en el con- 
junto J de todos los enteros positivos. Si /(«) = x n , para n e J, se acos- 
tumbra a representar la sucesidn / por el simbolo {*„}, o a veces por 

Xy,... Los valores de/, esto es, los elementos x„, se llaman tdrminos de la su¬ 
cesibn. Si A es un conjunto y x„ e A para todo n e J, se dice que {x„ J es una 
sucesidn en A, o una sucesidn de elementos de A. 

Observese que los terminos x,, x,, Xj,.. . de una sucesibn no necesitan 
ser distintos. 

Como todo conjunto numerable es el rango de una funcibn 1-1 defini¬ 
da en J, podemos considerar un conjunto numerable como el rango de una 
sucesibn de terminos distintos. Hablando mas libremente, podemos decir que 
los elementos de un conjunto numerable pueden ser «dispuestos en una 
sucesibn». 

A veces es conveniente sustituir J en esta definicibn por el conjunto de 
todos los enteros no negativos, esto es, comenzar con 0 en lugar de 1. 

2.8 Teorema Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable A, es 
numerable. 


Demostracibn Supongamos E c A y que E es infinito. Disponga- 
mos los elementos x de A en una sucesibn { x„ } de elementos distintos. 
Construyamos una sucesibn (/»*) como sigue: 

Sea /!,, el menor entero positivo tal que x„ t e E. Elegidos 
n,...., n k _, (k = 2, 3, 4,...), sean n k el menor entero mayor que n k _ t 
y tal que x„ k e E. 

Poniendo f(k ) = x„ k (k = 1, 2, 3,...) obtenemos una corres- 
pondencia 1-1 entre E y J. 

El teorema muestra que, hablando vulgarmente, los conjuntos 
numerables representan la «menor» infinidad; un conjunto que no es 
no numerable puede ser un subconjunto de uno numerable. 
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2.9 Definici6n Sean A y Q dos conjuntos y supongamos que a cada ele- 
mento a de A hay asociado un subconjunto de U que representaremos 
por E a . 

El conjunto cuyos elementos son los conjuntos E a se representar& por 
{£■„). En lugar de hablar de conjuntos de conjuntos, hablaremos a veces de 
una coleccion de conjuntos, o de una familia de conjuntos. 

Se define la unidn de los conjuntos E a como el conjunto S tal que x e 
S si, y solo si, x e E a para, al menos, un a e A. Usaremos la notacion 

(1) s=Uiv 

« € A 

Si A est& constituido por los enteros 1, 2,..., n escribiremos 

( 2 ) ^ = 0 E m 

m= 1 

O 

(3) S = E 1 u £ 2 u "• u 

Si A es el conjunto de todos los enteros positivos, la notacion usual es 

(4) S=\jE m . 

m= 1 

El simbolo oo indica simplemente en (4), que se toma la uni 6 n de una 
coleccibn numerable de conjuntos, y no debe confundirse con los simbolos 
-h oo y - oo introducidos en la Definicibn 1.23. 

Se define la interseccidn de los conjuntos E a como el conjunto P tal 
que x e P si, y solo si, x e E a para todo a e A, Usaremos la notacibn 

( 5 > *-n*. 

a e A 
O 

( 6 ) P= f) E m =E l n E 2 n ■■■ n E H , 

m — 1 

o 

(7) P^C\E m , 

m= 1 

como para las uniones. Si A n B no es vacio, decimos que A y B se interse¬ 
ctin', o de otro modo: son ajenos. 

2.10 Ejemplos 

(a) Supongamos que E, esth constituido por 1, 2, 3, y E^ por 2, 3, 4. 
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E ] u E^ estara constituido por 1 , 2, 3, 4; mientras que E x n E 2 lo 
estara por 2, 3. 

(b) Sea A el conjunto de los numeros reales x tales que 0 < x < 1. 
Para todo x e A, sea E x el conjunto de los numeros reales y tales que 
0 < y < x. Sera 

(i) E x c= E z si, y solo si, 0 < x < z < 1; 

(ii) U E x =E i ; 

X 6 A 

(iii) P) E x es vacio; 

x e A 

(i) y (ii) son inmediatas. Para demostrar (iii), notemos que para todo 
y > 0 y t E x si x < y. De aqui, que y <£ f) xsa • 

2.11 Observaci6n Muchas propiedades de las uniones e intersecciones son 
completamente similares a las de las sumas y productos; a veces incluso se 
utilizan las palabras suma y producto y se escriben los simbolos L y II en lu- 
gar de (J y f)- 

Las leyes conmutativas y asociativa se ven inmediatamente: 

(8) A u B = B u A; A n B — B n A. 

(9) (A u B) u C = A u (B u C); (A n B) n C = A n (B n C). 

Asi, la omision de parentesis en (3) y ( 6 ) esta justificada. 

Tambien se conserva la ley distributiva: 

(10) A n (B u C) = (A n B) u (A n C). 

Para demostrar esto, representemos el primer y segundo miembro de (10) 
por E y F, respectivamente. 

Supongamos x e E. Entonces; xeAyxeBvC, esto es x € Box 
g C (es posible que en ambos). Por tanto, x e A n B o x e A n C, de mo- 
do que x e F. Asi pues, E a F. 

Continuando: supongamos que x e F. Entonces, xeAnBoxeA 
n C. Esto es, x e A, y x e B u C. Por tanto, x e A n (B u C), de modo 
que F c: E. 

De lo cual se deduce que F = E. 

Resenemos algunas otras relaciones que pueden demostrarse facilmente: 


(11) 

A c: A u B 9 

(12) 

A n B c: A. 


Si 0 representa un conjunto vacio, sera 
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(13) A u 0 — A, An 0=0. 

Si A c B: 

(14) AkjB=B, AnB=A. 

2.12 Teorema Sea \E n |, n = 1, 2, 3,... sucesion de conjuntos nume- 
rables y hagamos 

(15) s=U£ n - 

n= 1 

S es numerable. 

Demostracion Dispongamos cada conjunto E n en una sucesion (*„*], 
con k = 1 , 2 , 3, ... y consideremos la disposition en cuadro infinito: 


(16) 


en la que lc, elementos de E n constituyen la fila n- sima. El cuadro 
contiene todos los elementos de S. Estos elementos pueden disponerse 
en una sucesion como indican las flechas. 

(17) ; *21> *12i *31* *22 > * 13 ; x 4l ? X 32 » -^23 * X IA^ • • • 

Si dos cualesquiera de estos conjuntos E n tienen elementos comunes, 
apareceran mas de una vez en (17). Por tanto, hay un subconjunto T 
del conjunto de todos los enteros positivos, tal que S ~ T,\o que de- 
muestra que S es a lo sumo numerable (Teorema 2.8). Como £, c S 
y E x es infinito, 5 es infinito y, por tanto, numerable. 

Corolario Supongamos que A es a lo sumo numerable , y para cada a e A, 
B a es a lo sumo numerable. Hagamos 

T=[jB x . 

a e A 

T sera tambien a lo sumo numerable. 

Puesto que T es equivalente a un subconjunto de (15). 

2.13 Teorema Sea A un conjunto numerable y B n el conjunto de todas las 
n-tuplas (a,,..., a n ), donde a k e A (k = 1,... n) sin que los elementos 
a n necesiten ser distint os. B„ es numerable. 

Demostracion Que B , es numerable es evidente, pues B x — A. Su- 
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pongamos que B n _ x es numerable ( n = 2, 3, 4,...). Los elementos de 
B n son de la forma 

(18) ( 6 , a) (b e B n - l9 a e A). 

Para cada b dado, el conjunto de pares (b,a) es equivalente a A, y 
por tanto numerable. Asi pues, B n es la uni 6 n de un conjunto nume¬ 
rable de conjuntos numerables. Por el Teorema 2.12, B n es 
numerable. 

El teorema se demuestra por induccibn. 

Corolario El conjunto de todos los numeros racionales es numerable . 

Demostracibn Aplicaremos el Teorema 2.13, con n — 2, haciendo 
observar que todo numero racional r es de la forma b/a , siendo ay b 
enteros. El conjunto de pares ( a,b ) y por tanto el de las fracciones 
b/a es numerable. 

De hecho, tambifcn es numerable el conjunto de todos los numeros al- 
gebraicos (ver Ejer. 2). 

Que no todos los conjuntos infinitos son numerables, se ve en el si- 
guiente teorema. 

2.14 Teorema Sea A el conjunto de todas las sucesiones cuyos elementos 
son los digitos 0 y 1. Este conjunto A, es no numerable , 

Los elementos de A se disponen en sucesibn como sigue: 1, 0, 0, 1, 0, 

1 , 1 , 1 ,.... 

Demostracibn Sea E un subconjunto numerable de A y supongamos 
E constituido por las sucesiones s x , s 1 , Construimos una suce- 

si 6 n s como sigue: si el digito n- 6 simo en s„ es 1 , hacemos que el 
n-esimo de 5 sea 0, y viceversa. La sucesibn s difiere, pues, de cada 
elemento de E al menos en un lugar; por tanto, s £ E. Pero es claro 
que s e A, por lo cual E es un subconjunto propio de A . 

Hemos demostrado que todo subconjunto numerable de A es un 
subconjunto propio de A. Se deduce de aqui que A es no numerable 
(porque de otro modo A seria un subconjunto propio d e A, lo que es 
absurdo). 

La idea de la demostracibn anterior fue utilizada primeramente por 
Cantor y se llama proceso diagonal de Cantor, porque si las sucesiones s l9 
53 ,... est&n colocadas en una disposicibn como en (16), los elementos de la 
diagonal son los que intervienen en la construccibn de la nueva sucesibn. 

Los lectores que estbn familiarizados con la representacibn binaria de 
los numeros reales (base 2 en lugar de 10) se darbn cuenta de que el Teorema 
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2.14 implica que el conjunto de todos los nCimeros reales es no numerable. 
Daremos una segunda demostracidn de este hecho en el Teorema 2.43. 

ESPACIOS METRICOS 

2.15 Definicidn Un conjunto X cuyos elementos llamaremos puntos, se 
dice que es un espacio mitrico si a cada dos puntos p y q de X hay asociado 
un numero real d(p,q) llamado distancia de p a q, tal que 

(a) d(p,q) > 0 si p * q , d(p, p) =0 ; 

(b ) d(p,q)=d(q,p); 

(c) d(p, q) ^ d(p, r ) + d(r, q), para todo r e X. 

Cualquier funcidn con las tres propiedades anteriores se llama funcidn 
distancia o mHrica. 

2.16 Ejemplos Los ejemplos m&s importantes de espacios metricos, desde 
nuestro punto de vista, son los espacios euclidianos R k , especialmente R' (la 
recta real) y R 2 (el piano complejo); la distancia en R k se define por 

(19) d(x, y) = | x - y | (x, y e R k ). 

Por el Teorema 1.37, las condiciones de la definicidn 2.15 quedan satisfechas 
por (19). 

Es importante observar que todo subconjunto Y de un espacio metrico 
X, es a su vez un espacio metrico, con la misma funcidn distancia; porque 
estd claro que si se cumplen las condiciones (a) a (c) de la Definicidn 2.15 
para p, q, r e X, tambien se cumpliran si imponemos a p, q, r la condicidn 
restrictiva de pertenecer a Y. 

Asi pues, todo subconjunto de un espacio euclidiano, es un espacio 
metrico. Otros ejemplos son los espacios <6 (K) y if 2 (ji), que se tratan en 
los capitulos 7 y 11, respectivamente. 

2.17 Definicidn Por segmento (a,d) queremos significar el conjunto de 
todos los numeros reales x tales que a < x < b. 

Por intervalo \a,b] entendemos el conjunto de todos los numeros 
reales x tales que a < x < b. 

Ocasionalmente encontraremos «intervalos semi-abiertos» [a,b) y 
(a,b], el primero de los cuales estd constituido por todo x tal que a < x < 
b, y el segundo por todo x para el cual a < x < b. 

Si a, < b, para i - 1,..., k, el conjunto de todos los puntos, x = 

= (x,.x t ) en R k , cuyas coordenadas satisfacen las desigualdades a, < x, 

< b, (1 < / < k) se llama celda-A:. Asi, una celda-1 es un intervalo, una 
celda-2 un rect&ngulo, etc. 
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Si x e R k y r > 0, se define la bola abierta (o cerrada) B con centro en 
x y radio r como el conjunto de todo y e R k tal que | y — x | < r (o y — x | 

< r). 

Llamaremos convexo a un conjunto E a R k , si 
;.x + (i - A)y e e 

cuando xe£, ye£y0<\<l. 

Por ejemplo, las bolas son convexas. Porque si |y — x| < r \z — x\ 

< r, y 0 < A < 1. tenemos 

|Ay + (1 - A)z - x| = |A(y - x) 4- (1 - A)(z - x)| 

< A|y - x| -f (1 - A)|z - x| < Ar + (1 — A)r=r. 

La misma demostracion se apiica a las bolas cerradas. Es tambien facil de 
ver que las celdas-/: son convexas. 

2.18 Definicion Sea X un espacio metrico. Se entiende que todos los pun- 
tos y conjuntos mencionados a continuacidn son elementos y subconjuntos 
de X. 

(a) Vecindad (o entorno) de un punto p es un conjunto N r (p) for- 
mado por todos los puntos q tales que d{p,q) < r. Al numero r 
se le llama radio de N r (p). 

(b) Un punto p es un punto limite del conjunto E si toda vecindad 
de p contiene un punto q * p tal que q e E. 

(c) Si p e E y p no es un punto limite de E y a p se le llama punto 
aislado de E. 

(d) E es cerrado si todos sus puntos limites pertenecen a el. 

(e) Un punto p es interior a £ si existe una vecindad N de p tal que 
N c E. 

(f) £ es abierto si todos sus puntos son interiores. 

(g) El complemento de E (representado por E ) es el conjunto de 
todos los puntos p e X tales que p 4 £. 

(h) £ es perfecto si es cerrado y todos sus puntos son puntos 
limites. 

(/) £ es acotado si hay un numero real M y un punto q e X tales 

que d{p t q) < M para todo p e £. 

(/) £ es denso en X si todo punto de X es punto limite de £, o pun¬ 

to de £ (o ambas cosas a la vez). 

Observemos que en las vecindades son segmentos, mientras que en 
R 2 son circulos. 


2.19 Teorema Toda vecindad es un conjunto abierto . 
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Demostracion Consideremos una vecindad E = N r (p) y y sea q un 
punto cualquiera de E . Hay un numero real positivo h , tal que 

d(p, q) = r — h. 

Para todo punto 5 para el cual d{q,s) < h tendremos, pues 

d(p y s) <> d(p , q) + d(q, s) < r - h + h = r, 

de modo que s e E. Asi pues, q es un punto interior de E. 

2.20 Teorema Si p es un punto limite de un conjunto E, toda vecindad de 
p contiene infinites puntos de E. 

Demostracion Supongamos que hay una vecindad N de p que sola- 
mente contiene un numero finito de puntos de E . Sean q x ,..., q„ esos 
puntos de N n E que son distintos de /?, y hagamos 

r = min d(p, q m ) 

l£msn 


[usaremos esta notacion para expresar el menor de los numeros 
d(p y q \),..., d(p,q n )]. El minimo de un conjunto finito de nume¬ 
ros positivos es, evidentemente, positivo, de modo que r > 0. 

La vecindad N r (p) no contiene ningun punto q de E tal que q * 
^ /?, de modo que p no es punto limite de E. Esta contradiccion, de- 
muestra el teorema. 

Corolario Un conjunto finito de puntos no tiene puntos limites . 

2.21 Ejemplos Consideremos los siguientes subconjuntos de R 2 : 

(a) El conjunto de todos los numeros complejos z tales que \z\ 
< 1 . 

(b) El conjunto de todos los numeros complejos z tales que \z\ 
< 1 . 

(c) Un conjunto finito. 

(d) El conjunto de todos los enteros. 

(e) El conjunto constituido por los numeros \/n (n = 1,2, 3,...). 
Notemos que este conjunto E tiene un punto limite (este es, z = 0), 
pero ningun punto de E es punto limite, con lo que se ve la diferencia 
entre poseer un punto limite y contenerle. 

( f ) El conjunto de todos los numeros complejos (esto es, R 2 ). 

(g) El segmento (a,b). 
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Observemos que (d), (e) y (g) pueden ser considerados tambien como 
subconjuntos de R‘. 

A continuacibn se expresan en una tabla algunas propiedades de estos 
conjuntos: 



Cerrado 

Abierto 

Perfecto 

Acotado 

(a) 

No 

Si 

No 

Si 

(b) 

Si 

No 

Si 

Si 

(c) 

Si 

No 

No 

Si 

(d) 

Si 

No 

No 

No 

(e) 

No 

No 

No 

Si 

(f) 

Si 

Si 

Si 

No 

(g) 

No 


No 

Si 


En (g) hemos dejado la segunda columna en bianco. La razbn es que el 
segmento (a, b ) no es abierto si le consideramos como un subconjunto de R 2 , 
pero si es un subconjunto abierto de /?'. 

2.22 Teorema Sea |.E„) una coleccidn (finita o infinita) de conjuntos E a . 
Sera: 

(20) (u E *y =n to 

Demostracion Sean A y B el primero y el segundo miembro de (20). 
Si x e A, entonces x 4 U„ E a ; por tanto x $ E a para cualquier a, y x 
e E c a para todo a, de modo que x e 0 E c a . Asi pues, A c: B. 

Inversamente, si x e B, estar4 x e E c a para todo a, y x £ E a pa¬ 
ra cualquier a, y de aqui x U« E a9 de modo que x e (U« E a y. Asi 
pues, B a A. 

Se deduce pues, que A = B. 

2.23 Teorema Un conjunto E es abierto, si y solo si su complemento es 
cerrado . 

Demostracidn Supongamos, primeramente que E c es cerrado, y eli- 
jamos un x e E. En este caso, x $ E c y jc no es punto limite de E c . 
Por tanto, existe una vecindad iVdex tal que E c n N es vacio, esto 
es, N cz E. Este x es un punto interior de E y E es abierto. 

Ahora, supongamos E abierto y sea x un punto limite de E c . 
Cada vecindad de x contiene un punto de E c , de modo que x no es 
punto interior de E . Como E es abierto, esto signifies que x e E c , de 
donde se deduce que E c es cerrado. 


Corolario Un conjunto F es cerrado si, y solo si, su complemento es abierto . 



TOPOLOGIA BASICA 37 


2.24 Teorema 

(a) Para toda coleccidn (GJ de conjuntos abiertos, \J x G a es abierto. 

( b) Para toda coleccidn [F a ) de conjuntos cerrados, fUF* es cerrado. 

(c) Para toda coleccidn finita G,,..., G„ de conjuntos abiertos, D"= 1 
G, es abierto. 

(d) Para toda coleccidn finita F x ,..., F n de conjuntos cerrados, 
U7-iF, es cerrado. 

Demostraci6n Hagamos G = U« G«. Si x e G, tendremos que x e 
G a para algun a. Como x es un punto interior de G„, es tambien un 
punto interior de G, y G es abierto, lo que demuestra (a). 

Por el Teorema 2.22, 

(2D (o ^«) c =u 

y Fi es abierto, por el Teorema 2.23. Por tanto (a) implica que (21) 
es abierto y, por tanto, f|« F a cerrado. 

Ahora, hagamos H =H"= iG,. Para todo x g H, existen vecin- 
dades N x de x, con radios r„ tales que N, c= G, (/ = 1,..., n). Hagamos 

r = min (r lt ..., r„), 

y sea N la vecindad de x de radio r. Entonces, N <= G, para i = 
= 1 ,..., n de forma que N <= H, y H es abierto. 

Tomando complementos de (c) se deduce (d): 

(,£/■)'-,CP- 

2.25 Ejemplos En los apartados (c) y (d) del teorema precedente es esen- 
cial el caracter finito de las colecciones. Para verlo, sea G„ el segmento 

1 1\ 

-» - I (n = 1, 2, 3,...): G„ es un subconjunto abierto de R'. 
n nj 

Hagamos G =0^1^; G estar k constituido por un solo punto (esto es, x = 
= 0) y no es, por consiguiente, un subconjunto abierto de R l . 

Asi, pues, la interseccidn de una coleccidn infinita de conjuntos abier¬ 
tos no es necesariamente abierta. Del mismo modo, la unidn de una colec¬ 
cidn infinita de conjuntos cerrados no es necesariamente cerrada. 

2.26 Definicidn Si X es un espacio metrico, E a X y E' representa al 
conjunto de todos los puntos limite de E en X , entonces la cerradura* de E 
es el conjunto E = E vj E '. 



*N. del E.: En Espafia y Sudamerica, clausura . 
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2.27 Teorema Si X es un espacio metrico y E a X, entonces 

(a) E es cerrado, 

(i b) E — E si, y solo si, E es cerrado, 

(c) E cz F para cada conjunto cerrado F a X tal que E a F. 

De (a) y (c) es facil ver que E es el subconjunto cerrado mas pequeho 
de X que contiene E . 

Demostracion 

(a) S\peXyp£E, entonces p no es punto de E ni tampoco pun- 
to limite de E. Por consiguiente, p tiene una vecindad que no intersec- 
ta E. Por tanto el complemento de E es abierto. De aqui que E es 
cerrado. 

(b) Si E — E, ( a ) implica que E es cerrado. Si E es cerrado, enton¬ 
ces E czE [por las Definiciones 2.18(d) y 2.26]; por lo tanto E = E. 

(c) Si F es cerrado y F r> E, entonces F zd F\ de aqui que F 
zd E'. Esto es F zd E. 


2.28 Teorema Sea E un conjunto de numeros reales acotado superiormen - 
te y que no es vacio. Si y = sup E. Entonces y e E. Por consiguiente y e E 
si E es cerrado. 

Comparese esto con los ejemplos de la seccion 1.9. 

Demostracion Si y e E, entonces y € E. Supdngase que y $ E. En¬ 
tonces para cada h > 0 existe un punto x e E tal que y - h < x < 
y, porque de otra forma y - h seria una cota superior de E. De aqui 
que y es un punto limite de E. Por consiguiente, y e E. 

2.29 Observation Supongamos E c Y a X, siendo X un espacio metri¬ 
co. Decir que E es un subconjunto abierto de X significa que a cada punto p 
e E hay asociado un numero positivo r, tal que las condiciones d{p,q) < r y 
q € X implica que q e E. Pero hemos visto anteriormente (Sec. 2.16) que Y 
es tambien un espacio metrico, por lo que nuestras definiciones se pueden 
hacer igual con Y. Para ser mas explicitos, diremos que E es abierto relativo 
en Y si a cada p e E hay asociado un r > 0, tal que q e E cuando d(p,q) < r 
y q e Y. El Ejemplo 2.21(g) mostrb que un conjunto puede ser abierto rela¬ 
tivo en Y sin ser un subconjunto abierto de X. Sin embargo, hay una relacibn 
sencilla entre estos conceptos, que estableceremos ahora. 

2.30 Teorema Supongamos Y cz X. Un subconjunto E de Y es abierto re¬ 
lativo en Y si, y solo si E = Y n G para algun subconjunto abierto G de X. 
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Demostracibn Supongamos que E es abierto relativo en Y. Para ca- 
da p e E hay un numero positivo r p , tal que las condiciones d(p,q) < 
r p y q e Y implican que q e E. Sea V p el conjunto de todos los q e 
X, tales que d(p,q) < r p y definamos 

G=[jV p . 

p e E 

Por los Teoremas 2.19 y 2.24, G ser k un subconjunto abierto de X. 

Como p e V p para todo p e E, es claro que E <= G n Y. 

Por nuestra eleccion de V p , tenemos que V p n Y c: E para to- 
do p e E, de modo que G r\ Y c. E. Asi pues, E = G n Y, con lo 
que queda demostrada la mitad del teorema. 

Inversamente, si G es abierto en X y E = G n Y, todo p e E 
tiene una vecindad V p cz G. Por tanto, V p n Y e E, de modo que 
E es abierto relativo en Y. 

CONJUNTOS COMPACTOS 

2.31 Definici6n Llamaremos cubierta abierta de un conjunto E en un espa- 
cio metrico A" a la coleccibn (GJ de subconjuntos abiertos de X, tales que i? 

<= U «<?«• 

2.32 Definicibn Se dice que un subconjunto K de un espacio mfctrico X es 
compacto si toda cubierta abierta de K contiene una subcubierta finita. 

Mas explicitamente, la condicibn es que si {G„) es una cubierta abierta 
de K, hay un numero finito de indices a,,... a„, tales que 

K <= G at u • • • u G In . 

La nocibn de compacticidad es de gran importancia en an&lisis, espe- 
cialmente en relacibn con la continuidad. (Cap. 4). 

Se ve claramente que todo conjunto finito es compacto. La existencia 
de una extensa clase de conjuntos compactos infinites en R k , se deduce del 
Teorema 2.41. 

Ya hemos observado (en la Sec. 2.29) que si E e Y <= X, E puede 
ser abierto relativo en Y, sin ser abierto relativo en X. La propiedad de ser 
abierto depende, pues, del espacio en el que est& sumergido E. Igualmente es 
cierto para la propiedad de ser cerrado. 

Sin embargo, es m&s f&cil utilizar la compacticidad, del modo que 
vamos a ver. Para formular el prbximo teorema, diremos provisionalmente, 
que K es compacto relativo en X si se cumplen las condiciones de la Defini- 
cibn 2.32. 

2.33 Teorema Supongamos K <=. Y <= X. K es compacto relativo en X 
si, y solo si K es compacto relativo en Y. 
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En virtud de este teorema podemos, en muchos casos, considerar con- 
juntos compactos como espacios mbtricos en si mismos, sin prestar atencibn 
al espacio que los contiene. En particular, aunque tiene escaso sentido hablar de 
espacios abiertos o cerrados (todo espacio metrico X es un subconjunto 
abierto de si mismo, asi como tambien un subconjunto cerrado de si mismo), 
tendrb sentido hablar de espacios metricos compactos. 

Demostracibn supongamos K compacto relativo en X, y sea | V a ) 
una coleccibn de conjuntos, abierta relativa en Y, tal que K a V a . 
Por el Teorema 2.30, existen conjuntos G a , abiertos relativos en X, 
tales que V a = Y n G a , para todo a; y como K es compacto relativo 
en X, tendremos: 


(22) K <z G ai u ■ • • v G„ n 

para cierta election de un numero finito de indices a,,..., a„. Como 
K <=. Y (22) implica que 

(23) —uK*. 

Lo que demuestra que K es compacto relativo en Y. 

Inversamente, supongamos que K es compacto relativo en Y y 
sea (Go,) una coleccibn de subconjuntos abiertos de X que cubre a K. 
Hagamos V a = Y n G a : (23) se cumplira para cierta eleccibn de 
a,, a„, y como V a c: G„ (23) implica (22); lo que completa la 
demostracibn. 

2.34 Teorema Los subconjuntos compactos de espacios mitricos, son 
cerrados. 

Demostracibn Sea K un subconjunto compacto de un espacio metri¬ 
co X. Demostraremos que el complemento de K es un subconjunto 
abierto de X. 

Supongamos p e X y p $ K. Si q e K, sean V q y W Q vecindades 
de p y q, respectivamente, de radios menores que id(p,q) [ver la De- 
finicibn 2.18(a)]. Como K es compacto, hay un numero finito de pun- 
tos . . . en K, tales que 

K c W qi u • • • u W tn = W. 

« V = v gi n ... n V qn , V es una vecindad de p que no interseca a 
W. Por tanto, V c: K c , de modo que p es un punto interior de K c ; 
de donde se deduce el teorema. 
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2.35 Teorema Los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos, son 
compactos . 

Demostraci6n Supongamos Fa K c X\F cerrado (relativo en X) 
y K compacto. Sea [V a ] una cubierta abierta de F . Si se aflade F c a 
{ V a \, se obtiene una cubierta abierta U de K. Como K es compacto, 
hay una subcoleccibn finita $ de 0 que cubre a K y, por tanto, a F. Si 
F c es un elemento de<3>, podemos sacarle de<D, quedando aun una cu¬ 
bierta abierta de F. Hemos demostrado asi que una subcoleccibn fini- 
ta de [V a ] cubre a F ’. 

Corolario Si F es cerrado y K compacto , F n K es compacto 

Demostraci6n Los Teoremas 2.24 (b) y 2.34, demuestran que F n K 
es cerrado; como F n K a K, el teorema 2.35 demue?tra que F n 
K es compacto. 

2.36 Teorema Si \K a ) es una coleccidn de subconjuntos compactos de un 
espacio mitrico X, tal que la interseccidn de toda subcoleccidn finita de {K a } 
es no vacla , f| K a es no vacla. 

Demostraci6n Tomemos un elemento K x de {if a } y hagamos G a = 
= K c a . Admitamos que ningun punto de K x pertenece a todos los K a . 
En estas condiciones, los conjuntos G a forman una cubierta abierta 
de K Xy y como K x es compacto, hay un numero finito de indices 
a,,..., a„, tal que AT, c G ai u ••• u G an . Pero esto significa que 

K x n K ai n • • • n K an 

es vacio, en contra de la hipbtesis. 

Corolario Si \K n \ es una sucesidn de conjuntos compactos no vacios, tales 
que K n => K n+X (n = 1, 2, 3,...),fli ) K n es no vacio . 

2.37 Teorema Si E es un subconjunto infinito de un conjunto compacto 
K, E tiene un punto llmite en K. 

Demostracidn Si ningun punto de K fuera punto limite de E , todo q 
g K tendria una vecindad V q que contendria a lo m&s un punto de E 
(esto es, q si q g E). Esta claro que ninguna subcoleccibn finita de 
[V q ] puede cubrir a E; y lo mismo sucede con K , luego E c K> lo 
que contradice la compacticidad de K . 

2.38 Teorema Si {/J es una sucesidn de intervalos en R\ tal que I„ 3 
Cl (n = 1, 2 , 3,...), 05° In es no vacla . 
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Demostraci6n Si I„ = [a n ,b„], sea E el conjunto de todos los a„. E 
sera no vacio y acotado superiormente (por b x ). Sea x el sup de E. Si 
my n son enteros positivos: 

a n <, a m+n ^ b m+n <,b m , 

de modo que x < b m para todo m. Como es obvio que a m < x, vemos 
que x e I m para m = 1, 2, 3,... 


2.39 Teorema Sea k un entero positivo. Si (/„} es una sucesidn de celdas- 
k, tales que /„ => I n+l (n = 1, 2, 3,...), 0?I„ es no vacio. 

Demostracidn Supongamos que /„ consta de todos los puntos x = 
= x k ), tales que 

a nJ £xj<, b nJ (1 ^ k; n = 1, 2, 3,...), 

y hagamos I n j = [a n j b nJ \. Para cada j, la sucesidn {I n j J satisface la hi- 
pdtesis del Teorema 2.38. Por tanto, existen numeros reales x‘ (1 < j 
< k), para los cuales 

a nJ £x* ^ b n J (1 <,j < k; n = 1, 2, 3,.. .)- 

Llamando x* = x' k ), vemos que x* e /„ para n = 1, 2, 3,... 

de lo que se deduce el teorema. 

2.40 Teorema Toda celda-k es compacta. 

Demostracidn Sea /,una celda-A: constituida por todos los puntos x 
= (*,. x k ), tales que Oj < Xj < b t (1 < j < k). Hagamos 

Sera | x - y | < 5, si x e /, e y e /. 

Supongamos, para llegar a una contradicci6n, que existe una 
cubierta abierta {G a \ de I que no contiene ninguna subcubierta finita 
de I. Hagamos Cj = + £> y )/2. Los intervalos [a j9 cj] y [c jf bj\ deter- 

minar&n 2 k celdas-/r Q, cuya uni6n es /. A1 menos uno de estos con- 
juntos Qjy que llamamos /,, no puede ser cubierto por ninguna subco- 
leccion finita de { G a j (de otro modo / podria ser asi cubierto). A 
continuacion, dividiremos /, y continuaremos el proceso, obteniendo 
asi una sucesibn [I n } con las siguientes propiedades 
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(a) / => h => h => h => • • •; 

( b ) /„ no es cubierto por ninguna subcoleccibn finita de [G a ] 

(c) Si x e I„ y y e /„, |x - y| < 26. 

Por (a) y el Teorema 2.39, hay un punto x* que pertenece a to- 
do /„. Para algun a, x* e G„. Como G„ es abierto, existe un r > 0, 
tal que |y—x* | <r implica que y € G a . Si n es tan grande que 2-"5 < 
r (tal n existe, porque de otro modo seria 2" <S/r para todo entero 
positivo n, lo que es absurdo) porque R es arquimediano (c) implica 
que /„ c G«, lo que esta en contradiction con ( b ), quedando comple- 
ta la demostracibn. 

La equivalencia de (a) y ( b ) del prdximo teorema, se conoce por teore¬ 
ma de Heine-Borel. 

2.41 Teorema Si un conjunto E en R k tiene una de las tres propiedades si- 
guientes, tiene tambien las otras dos. 

(a) E es cerrado y acotado 

(b) E es compacto t 

(c) Todo subconjunto infinito de E tiene un punto llmite en E. 

Demostracibn Si se cumple (o) E cr I para alguna celda-/c / y se de¬ 
duce ( b) de los Teoremas 2.40 y 2.35. El Teorema 2.37 demuestra que 
( b) implica (c). Queda por demostrar que (c) implica (a). 

Si E no es acotado, contiene puntos con 

|x„| > n (n = 1,2,3,...). 

El conjunto S constituido por estos puntos x„ es infinito y se ve inme- 
diatamente que no tiene ningun punto de limite en R k y, por tanto, en 
E, por lo que (c) tiene como consecuencia que E es acotado. 

Si E no es cerrado, hay un punto Xq e R k que es punto limite de 
E , pero no pertenece a E. Para n = 1, 2, 3,... existen puntos x„ e E, 
tales que |\ — | < l/n. Sea S el conjunto de estos puntos x„: S Se¬ 

rb infinito (de otro modo |x„ - xj tendria un valor positivo constan- 
te para infinitos n) y tiene a como punto limite y no tiene ningun 
otro en R k , porque si y e R k y y =£ x„ seria 


|x»-y| 2: 1*0 — y| - |X B -X 0 | 

^ l*o -y| ~~ ^ r I*o — yI 

ft z 
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para todos los valores de n, exoepto un numero finite de ellos, lo que 
demuestra que y no es punto limite de 5 (Teorema 2.20). 

Por tanto, S no tiene puntos limite en E; por lo que E debe ser 
cerrado si se cumple (c). 

Debemos hacer notar, en este punto, que ( b) y (c) son equivalentes en 
todo espacio metrico (Ejer. 26), pero que (a), en general, no implica (b) y 
(c). Se dan ejemplos en el Ejercicio 16 y en el espacio J2? 2 , tratado en el 
capitulo 11. 

2.42 Teorema (Weierstrass) Todo subconjunto infinito acotado de R k 
tiene un punto limite en R k . 

Demostraci6n Por ser acotado, el conjunto E en cuesti6n es un sub¬ 
conjunto de una celda-A: / c R k . Por el Teorema 2.40, / es compac- 
to; y, por tanto, E tiene un punto limite en /, por Teorema 2.37. 

CONJUNTOS PERFECTOS 

2.43 Teorema Sea P un conjunto perfecto no vacio en R k . P es no 
numerable . 

Demostraci6n Como P tiene puntos limite, debe ser infinito. Supon- 
g&mosle numerable y representemos sus puntos por x>, Xj,... 
Construiremos una sucesibn ( V n ) de vecindades, como sigue: 

Sea F, una vecindad de x,. Si V x contiene a todo y e R k > tal que 
|y — x, | <r, se define la cerradura F, correspondiente, como el con¬ 
junto de todos los y e /?*, tales que |y — x^ | <r. 

Supongamos que se ha construido V n de modo que V„ n P es 
no vacio. Como todo punto de P es punto limite de P, hay una vecin¬ 
dad K„ +l , tal que (i) V„ +l <= V„; (ii) \ t V n+I ; (iii) V n+l n Pes no 
vacio. Por (iii), V„ +l satisface nuestras hipdtesis inductivas y puede 
realizarse la construcci6n. 

Hagamos K„ = V„ n P. Como V„ es cerrado y acotado, V„ es 
compacto. Comp x„ 4 K„+i ningun punto de P pertenece af)TK„. Co¬ 
mo K„ <=. P, esto significa que DTK es vacio. Pero todo K„ es no 
vacio por (iii) y K n => K n+l por (i), lo que contradice al corolario del 
Teorema 2.36. 

Corolario Todo intervalo [a,b] (o < b) es no numerable. En particular, el 
conjunto de todos los numeros reales es no numerable. 

2.44 El conjunto de Cantor El conjunto que vamos a construir, ahora de¬ 
muestra que existen conjuntos perfectos en R' que no contienen ningun 
segmento. 
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Sea Eq el intervalo [0,1]. Separemos el segmento (i, §), y sea E t la 
reunion de los intervalos. 


[0, i] ll 1]. 

Separemos los tercios centrales de estos intervalos, y sea E^ la union de los 
intervalos 




Continuando de este modo; obtenemos una sucesion de conjuntos compac- 
tos E„, tales que 

(a) E x => E 2 = E 3 => • • •; 

( b ) E„ es la union de 2" intervalos, cada uno de longitud 3~". 

El conjunto 

00 

n= 1 

se llama conjunto de Cantor. P es, evidentemente, compacto y el Teorema 
2.36 demuestra que es no vacio. 


Ningun segmento de la forma 


/3k + 1 3k + 2\ 
\ 3" ’ 3" /’ 


donde ky m son enteros positivos, tiene un punto comun con P. Como todo 
segmento (a,f3) contiene a un segmento de la forma (24), si 


P no contiene a ningun segmento. 

Para demostrar que P es perfecto basta hacer ver que no contiene nin¬ 
gun punto aislado. Sea x e P y S un segmento que contiene a x. Sea /„ el in¬ 
tervalo de E„ que contiene a x. Elijamos n suficientemente grande para que 
I„ <z S y sea x„ un extremo de /„ tal que x„ * x. 

De la construccibn de P se deduce que x„ e P, por lo que x es un pun¬ 
to limite de P y este es perfecto. 

Una de las propiedades mbs interesantes del conjunto de Cantor es que 
nos proporciona un ejemplo de conjunto no numerable de medida cero (el 
concepto de medida, se estudiarb en el Cap. 11). 
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CONJUNTOS CONEXOS 

2.45 Definici6n Dos subconjuntos A y B de un espacio metrico X se dice 
que son separados si A n By A n B son vacios, es decir, si ningun punto 
de A pertenece a la cerradura de B y ningun punto de B pertenece a la cerra- 
dura de A. 

Un conjunto E c X se dice que es conexo si E no es la unidn de dos 
conjuntos separados que no son vacios. 

2.46 Observaci6n Es obvio que los conjuntos separados son ajenos, pero 
los conjuntos ajenos no necesariamente son separados. Por ejemplo, el inter- 
valo [0, 1] y el segmento (1,2 ) no son separados, debido a que 1 es un punto 
limite de (1, 2). No obstante, los segmentos y (0, 1) son separados. 

Los subconjuntos conexos de la recta real tienen una estructura par- 
ticularmente sencilla: 

2.47 Teorema Un subconjunto E de la recta real R l es conexo si, y sola- 
mente si tiene la siguiente propiedad: Si x e E, y e E, y x < z < y, enton- 
ces z e E. 

Demostracidn Si existe x e E, y e E, y algun z e (x,y) tal que z 4 
E, entonces E - A z u B z donde 

A t = E n (— 00 , z), B z = E n (z, oo). 

Como x e A z y y e B z , A y B no son vacios. Ya que A z <= (- oo, z) 
y B z c (z, oo), estos son separados. De aqui E no es conexo. 

De manera inversa, supbngase que E no es conexo. Entonces 
hay conjuntos A y B separados que no son vacios tales que A \j B 
= E. Si se toman jte A, y g B, y se supone (sin perder generalidad) 
que x < y. Se define ahora 

z = sup (A n lx, y]). 

Por el Teorema 2.28, z e A; de aqui que z 4 B. En particular, 
x < z < y. 

Si z 4 A, se deduce que x<z<yyz4E. 

Si z e A , entonces z f E, en consecuencia existe z, tal que z < 
z, < y y z, 4 B- Por lo tanto, x < z x < y y z, 4 E. 

EJERCICIOS 

1. Demostrar que el conjunto vacio es un subconjunto de cada conjunto. 

2. Se dice que un numero complejo z es algebraico si hay enteros <%,..., a„, que no 
son todos cero, tales que 
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a 0 z” 4- aiZ n ~ 1 +-f + a„ = 0. 


Demostrar que el conjunto de todos Ios numeros algebraicos es numerable. Suge- 
rencia : Para cada entero positivo N hay solo un numero finito de ecuaciones con 

n -f \oo\ + |#i| + * f '4- \a n \ =No 

3. Demostrar que existen numeros reales que no son algebraicos. 

4 . ^Es numerable el conjunto de todos los numeros reales irracionales? 

5. Construir un conjunto acotado de numeros reales que tenga exactamente tres 
puntos limites. 

6. Si E' es el conjunto de todos los puntos limite de un conjunto E. Demostrar que 
E' es cerrado. Demostrar tambien que E y E tienen los mismos puntos limite. 
(Recordar que E = E u E' .) ^Siempre tienen E y E' los mismos puntos limite? 

7. Sean A x , A 2> A 3 ,... subconjuntos de un espacio metrico. 

(a) Si B n = (jf =1 A h demostrar que B n = (Jf =I para n = 1, 2, 3,.... 

(b) Si B = (J£j >4,, demostrar que E => \JS=, 

Mostrar, con un ejemplo, que esta inclusion puede ser propia. 

8. ^Es cada punto de cada conjunto abierto E a R 1 un punto Hmite de El Res¬ 
ponder la misma pregunta para conjuntos cerrados en R 2 . 

9. Sea E° el conjunto de todos los puntos interiores de un conjunto E. [Vease la 
Definicibn 2.18(e); a E° se le denomina el interior de E.] 

(а) Demostrar que E° es siempre abierto. 

(б) Demostrar que E es abierto si y solo si, E° — E. 

(c) Si G cz E y G es abierto, demostrar que G e E °. 

(d) Demostrar que el complemento de E° es la cerradura del complement© de E. 

(e) ^ Tienen siempre E y E los mismos interiores? 

(/) ^Tienen siempre E y E° las mismas cerraduras? 

10 . Sea X un conjunto infinito. Si para p^XyqeXsQ define 


d(p, q) = 


(sip ^ q) 
(si P = q\ 


Demostrar que esto es una metrica. ^Cu&les subconjuntos del espacio metrico re- 
sultante son abiertos? ^Cuales son cerrados? ^Cuales son compactos? 

11 . Si para jc e R ] y y e R l se define 


di(x, y) = (x - y ) 2 , 


d 2 (x,y)^ V\x-y\, 
ds(x 9 y)=*\x 2 -y 2 \. 


d4(x t y)=*\x-2y\, 
d*x,y)- l+ \ x _ y \ ■ 


Determinar cuales de estas son metricas. 

12. Si K c R l consta de 0 y los numeros 1 /n, para n = 1, 2, 3,— Demostrar que 
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K es compacto, directamente de la definicibn (sin usar el teorema de 
Heine-Borel). 

13. Construir un conjunto de numeros reales compacto en el cual sus puntos limites 
formen un conjunto numerable. 

14. Dar un ejemplo de una cubierta abierta del segmento (0, 1) que no tenga una 
subcubierta finita. 

15. Mostrar que el Teorema 2.36 y su Corolario son falsos (en /?', por ejemplo) si se 
reemplaza la palabra “ compacto’ ’ por “cerrado” o por “acotado”. 

16. Considerar al conjunto de los numeros racionales Q , como un espacio metrico 
con d(p,q) = \p — q\. Sea E el conjunto de todos los p e Q tales que 2 < p 2 < 
3. Mostrar que E es cerrado y acotado en Q , pero que E no es compacto. ^.Es E 
abierto en Q? 

17. Si E es el conjunto de todos los x e [0, 1] cuya expansibn decimal contiene uni- 
camente a los digitos 4 y 7. ^Es numerable £7 ^Es denso E en [0, 1]? ^Es E com¬ 
pacto? ^Es E perfecto? 

18. ^Existe un conjunto perfecto que no es vacio en R ] que no contiene ningun nu- 
mero racional? 

19. (a) Si A y B son conjuntos cerrados ajenos en algun espacio metrico X , de- 
mostrar que son separados. 

(b) Demostrar lo misrpo para conjuntos ajenos abiertos. 

(c) Si p e X, h >0 son fijos y se define A como el conjunto de todos los q e X 
para los cuales d(p,q) < 5 y B se define de manera similar, con > en lugar de 
<. Demostrar que A y B son separados. 

(d) Demostrar que cada espacio metrico conexo que tiene al menos dos puntos 
no es numerable. Sugerencia: Usar (c). 

20. ^Las cerraduras y los interiores de conjuntos conexos son siempre conexos? 
(Considerense los subconjuntos de R 2 .) 

21. Sean A y B subconjuntos separados de algun R k , supbngase ademas que a e A, 
b e B, y definase 

p(0 = (1 - /)a + tb 

para t e R x . Haciendo A 0 = pH(y4), B 0 = p ~ l (B). [Entonces t e A 0 si y solo si 
P(0 e A.] 

(a) Demostrar que A 0 y B 0 son subconjuntos separados de R l . 

(b) Demostrar que existe un t 0 e (0, 1) tal que p(/ 0 ) ^ A \j B, 

(c) Demostrar que cada subconjunto convexo de R k es conexo. 

22. Se dice que un espacio metrico es separable si contiene un subconjunto denso nu¬ 
merable. Demostrar que R k es separable. Sugerencia : Considerar el conjunto de 
los puntos que tienen coordenadas racionales. 

23. Se dice que una coleccion \ V a \ de subconjuntos abiertos de X es una base si se 
cumplen las condiciones siguientes: Para todo x e X y cada conjunto abierto G 
c X tal que x e G, tenemos que x e V n cz G para algun a. En otras palabras, 
todo conjunto abierto en X t es la union de una subcoleccibn de \ V n \. 

Demostrar que todo espacio metrico separable tiene una base numerable. 
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Sugerertcia: Tomar todas las vecindades con radio racional y centro en algun sub- 
con junto denso numerable de X. 

24 . Sea X un espacio metrico en el cual cada subconjunto infinito tiene un punto 

iimite. Demostrar que X es separable. Sugerendu: Fijar 8 > 0 y tomar x, e X - 
Elegidos Xj e X y escoger x j+i e X , si es posible, de modo que d(x,,x, 4l ) 

> 6 para / = 1 # ..., y. Demostrar que este proceso ha de detenerse despues de un 
numero finito de pasos, y que, por tanto, X puede ser cubiert© por un numero fi- 
nito de vecindades de radio 6. Tomar £ = \/n(n = 1, 2, 3,...) y considerar los 
centros de las correspondientes vecindades. 

25. Demostrar que cada espacio metrico K compacto tiene una base numerable, y 
que K es por lo tanto separable. Sugerenda: Para cada entero positsvo n, hay un 
numero finito de vecindades d' radio \/n cuya unibn cubre a K. 

36. Sea X un espacio mfctrico en el que cada subconjunto infinito tiene un punto 
Iimite. Demostrar que X es compacto. Sugerenda : Por los ejercicios 23 y 24, X 
tiene una base numerable. Se deduce que toda cubierta ab’erta de X tiene una 
subcubierta numerable |GJ, n = 1, 2, 3,... Si ninguna subcoleccion finita de 
|G„) cubre a X , el complemento de G, u ... u G fl es no vacio para todo n, 
pero 0 F n es vacio. Si E es un conjunto que contiene un punto dc cada con¬ 
siderar un punto Iimite de E y Hegar a una contradiccion. 

27 . Se dice que un punto p en un espacio metrico X es un punto de condensadbn de 
un conjunto F <=. X si cada vecindad de p contiene un numero de puntos de E 
que no es numerable. 

Suponer que E cz R k es no numerable, y sea P el conjunto de todos los 
puntos de condensacibn de E . Demostrar que P es perfect© y que a lo m&s un nu¬ 
mero de puntos numerable de E no esta en P. En otras palabras, mostrar que 
n E es a lo m£s numerable. Sugerenda: Sea \ V n J una base numerable de R k y y 
W la unibn de los V n para los cuales E n V n es a lo mks numerable, entonces 
mu^strese que P = fV c . 

28 . Demostrar que todo conjunto cerrado en un espacio metrico separable, es la 
unibn de un conjunto (es posible que vacio) perfect© y un conjunto que es a lo 
sumo numerable. (Corolario: Todo conjunto cerrado numerable en R k posee 
puntos aislados.) Sugerenda: Vease el Ejer. 27. 

29 . Demostrar que todo conjunto abierto en R l es la unibn de una coleccion a lo su¬ 
mo numerable de segmentos ajenos. Sugerenda: Utilizar el Ejer. 22. 

30. Imitar la demostracibn del teorema 2.43 para llegar al resultado siguiente: 

Si R k = (Jf F n donde cada F n es un subconjunto cerrado de R k , al menos 
uno de los F n tiene un interior no vacio. 

Propiedad equivalente: Si G„ es un subconjunto abierto dentro de /?*, para 
n = 1, 2, 3,..., 0®^* es n0 vacio (de hecho, es denso en R k ). 


(Es un caso particular del teorema de Baire; ver el Ejer. 22, Cap. 3, para el caso 
general.) 
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SUCESIONES NUMERICAS Y SERIES 


Como indica el titulo, este capitulo tratar& principalmente sobre sucesiones y 
series de numeros complejos. Sin embargo, ios hechos fundamentals sobre 
convergencia se explican con la misma facilidad para casos mas generales. 
Las tres primeras secciones tratar&n, en consecuencia, de sucesiones en espa- 
cios euclideanos, o incluso en espacios metricos. 


SUCESIONES CONVERGENTES 

3.1 Definici6n Se dice que una sucesibn \p n } en un espacio metrico X , 
converge si hay un punto p e X con las siguientes propiedades: para cada e 
> 0, existe un numero entero N tal que n > N implica que d(p n ,p) < e. (d 
representa la distancia en X .) 

En este caso, decimos tambibn que \p n } converge hacia p, o que p es el 
limite de f p n ) [ver el Teorema 3.2(b)] y escribimos p n — /?, o 

Um p„=p. 

n-* oo 

Si \p n } no converge, se dice que diverge . 

Puede ser conveniente hacer resaltar que nuestra definicibn de «suce- 
sion convergente» depende no solamente de \p n }, sino tambien de X; por 
ejemplo, la sucesibn [l/n] converge en R l (hacia 0), pero no lo hace en el 
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conjunto de los numeros reales positivos [con d(x,y) = \x - y\], En casos 
de posible ambiguedad, debemos ser mas precisos y especificar «convergente 
en X» , mejor que solamente «convergente». 

Recordemos que el conjunto de todos los puntos p n (n - 1, 2, 3,...) es 
el rango de [p n ], El rango de una sucesibn puede ser un conjunto finito, o 
puede ser infinito. Se dice que la sucesibn \p n ) es acotada si lo es su rango. 

Como ejemplo, consideremos las siguientes sucesiones de numeros 
complejos (esto es, X = R 2 ). 

(a) Si s n = 1 /n, es lim s n = 0; el rango es infinito y la sucesibn es 
acotada. 

(b) Si s n = n 2 , la sucesibn {sj no es acotada, es divergente y tiene 
un rango infinito. 

(c) Si s n = 1 + [(- 1 Y/n], la sucesibn {s„) converge hacia 1, es aco¬ 
tada y tiene rango infinito. 

(d) Si s n = la sucesibn {sj es divergente, es acotada, y tiene un 
rango finito. 

(e) Si s n = 1 (n = 1, 2, 3...), {sj converge hacia 1, es acotado y 
tiene un rango finito. 

Resumiremos a continuacion algunas propiedades importantes de las 
sucesiones convergentes en espacios metricos. 

3.2 Teorema Sea [p n } una sucesidn en un espacio metrico X. 

(a) \p n ] converge hacia p e X si, y solo si toda vecindad de p con¬ 
vene todos los terminos de \p n }, salvo un numero finito de ellos. 

(b) Sip e X; p' € Xy \p n ] convergen hacia p y hacia p' entonces 

p f = p. 

(c) Si \p n ) converge, es acotada. 

(d) Si E a X y p es un punto de limite de E, existe una sucesion 
\p n \ en E para la cual p = lim p n . 

n-*co 

Demostracibn (a) Supongamos p n — p y sea V una vecindad de p. 
Para algun e > 0, las condiciones d(p,q) < e y q e X implican que q 
g V. En correspondencia con este £, existe un N tal que n > N impli- 
ca que d(p n ,p) < e. Por tanto, n > N implica que p n e V. 

Inversamente, supongamos que toda vecindad de p contiene a 
todos los p n , salvo un numero finito. Tomemos e > 0, y sea V el con¬ 
junto de todos los q e X tales que d(p,q) < s. Por hipbtesis, existe 
un N (correspondiente a este V) tal que p n g V si n > N. Asi pues, 
d(p n ,p) < e si n > N y, por tanto p n — p. 

(b) Sea un e > 0, dado. Existen dos enteros N, N f tales que 
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£ 

n^N implica d(p„,p) <-, 

£ 

n>N' implica d(p n ,p')< -• 

De aqui, si n > max ( N,N' ), tenemos 

d(p, p') < d(p, p„) + d(p„, p’) < e. 

Como c era arbitrario, se deduce que d(p,q’) = 0. 

(c) Supongamos que p„ — p. Existe un entero N tal que n > 
N implica que d(p n ,p) < 1. Hagamos 

r = m&x{ 1 , d(p u p),..., d(p N ,p)}. 

Entonces, d(p„,p) < r para n = 1, 2, 3,... 

(d) Para todo entero positivo n, hay un punto p„ e E, tal que 
d(p„,p) < l/«. Dado e > 0, elijamos N de modo que N e > 1. Si n 
> N, se deduce que d(p„,p) < e. Por tanto, p„ — p, lo que completa 
la demostracion. 

Podemos estudiar la relacion entre la convergencia y las operaciones 
algebraicas, para las sucesiones en R k . Consideremos primeramente suce- 
siones de numeros complejos. 

3.3 Teorema Supongamos que (s„ }, { t „} son sucesiones complejas y lim s„ 
= s, lim 4 = t. Se verificara 

n~* oo 

(а) Urn (j„ + 4 ) = s + t; 

n~* oo 

( б ) lim cs n = cs, lim (c + s n ) — c 4 - s , para cualquier numero c; 

n~» oo n-+ oo 

(c) = 

n~* oo 

(d ) lim — = -, siempre que s n # 0 (n = l, 2, 3,...)» y s ^ 0. 

n-+co S n S 

Demostraci 6 n 

(a) Dado e > 0, existen dos enteros JV,, N 2 tales que 

£ 

n>N t implica la 1 ,, —j|<-> 

£ 

n > N 2 implica \t n — t\ <-• 
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Si N = max (N, ,N 2 ), n > N implica 

Ik + O - (s + 01 *\s.-s\ + \t m -t\< s. 

Lo que demuestra (a). La demostraci6n de (6) es elemental, 
(c) Utilizaremos la identidad 

(1) S n t„ -st = (J. - 0(0 -t) + s(t m - t) + t(s. - s ). 

Dado e > 0, existen dos enteros IV t , N 2 tales que 

n^N t implica k — 0 < yje, 
n ^ N 2 implica | t n — t\ < yfe. 


Si tomamos N = mkx (/V,, N 2 ), n > N implica 

1C*. -0(0-01 <e, 

de modo que 


lim (s n - 0(0 -0 = 0. 


Apliquemos (a) y (b) a (1). Se deduce que 

lim k0 - st) = 0. 


( d ) Eligiendo m de modo que | s„ — s | < $|s|, si n > m, 
vemos que 

kl>±k ( n^Lm ). 

Dado e > 0, existe un entero N > m tal que n > N implica que 

k-*l <±M 2 e. 

Por tanto, para n > N, 


1 

1 

_ 


1 *3 

V 


3.4 Teorema 


(a) Supongamos x„ e R k (n = 1, 2, 3,...) y 


^0 (®1 ,.*••• * 
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|x„) converge hacia x = (a,,..., a k ) si, y solo si 
(2) lima ;> , = a, (1 <j<,k). 

n-MX> 

(b) Supongamos que (x„ | e (y„ j son sucesiones en R k , (/3„ j es una 
sucesidn de niimeros reales, y x„ — x; y„ — y; /3„ — /3. Tendre- 
mos que 

lim (x„ + y„) = x + y, lim x„ • y„ = x • y, lim p H x n = px. 

n-*cc n~>ao n-* oo 

Demostraci6n 


(a) Si x„ — x, las desigualdades 

*jl S |x,-x|, 


que se deducen inmediatamente de la definicidn de la norma de R k 
demuestran que se cumple (2). 

Inversamente, si se cumple (2), a cada e > 0 corresponde un en- 
tero N tal que n > N implica que 





(1 


y por tanto, n > TV implica que 



por lo que, x„ — x, lo que demuestra (a). 

El apartado ( b) se deduce de (a) y del Teorema 3.3. 


SUBSUCESIONES 

3.5 Definicidn Dada una sucesidn {p n ), consideremos otra {n k 1 constituida 
por enteros positivos, de modo que n, < n 2 < n } < • • •. La sucesidn \p ni \ se 
llama subsucesidn de \p n \. Si (p„,| converge, su limite se llama llmite subse- 
cuencial de \p „). 

Es claro que {pj converge hacia p si, y solo si toda subsucesidn de [p„\ 
converge hacia p. Dejamos los detalles de la demostracidn al lector. 

3.6 Teorema 

(a) Si \p„ 1 es una sucesidn en un espacio mitrico compacto X, en- 
tonces alguna subsucesidn de f p„] converge hacia un punto de X. 
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( b ) Toda sucesidn acotada en R k contiene una subsucesidn con¬ 
vergent e. 

Demostracion 

(a) Sea E el rango de \p n }. Si E es finito entonces hay un p e E y 
una sucesidn [n t \ con n i < n 2 < n y < •••, tales que 

P ni =Pn 2 = "‘=p. 

La subsucesion \p n j asi obtenida converge evidentemente hacia p . 

Si E es infinito, el Teorema 2.37 muestra que E tiene un punto 
limite p e X. Si se escoge n, de tal forma que d(p,p nX ) < 1. Despues 
de escoger el Teorema 2.20 indica que hay un entero n, 

> ai, _| tal que d(p,p ni ) < 1/7. Por lo tanto \p ni ) converge hacia p . 

( b ) Esto se concluye de (o), porque el Teorema 2.41 implica que ca- 
da subconjunto acotado de R k esta en un subconjunto compacto 
de R k . 

3.7 Teorema Los limites subsecuenciales de una sucesidn \p n ) en un espa- 
cio metrico X forman un subconjunto cerrado de X. 

Demostracidn Sea E* el conjunto de los limites subsecuenciales de 
\P„] y Que q un punto limite de E*. Se tiene que mostrar que q e E*. 

Si se escoge n i de manera que p n] ^ q. (Si tal n , no existe, en¬ 
tonces E* tiene solo un punto, y no hay nada que demostrar.) Hagase 
5 = d(q,p n] ) y supdngase que se han escogido Como q 

es un punto limite de E* y entonces hay un x e E* con d(x,q) < 2~‘6. 
Ya que jc e E* y entonces hay un n, > a?,_, tal que d(x,p ni ) < 2~'5. 
Por lo tanto 

d(q,p ni )< 2'-'& 

para i = 1, 2, 3,— Esto quiere decir que \p n , | converge hacia q. En 
consecuencia q e E*. 

SUCESIONES DE CAUCHY 

3.8 Definicion Se dice que una sucesidn \p n ) en un espacio metrico X es 
una sucesidn de Cauchy si para todo e > 0, hay un entero N tal que 
d(p„,p,„) < £ si n > N y m > N. 

En el estudio de las sucesiones de Cauchy, del mismo modo que en 
otros casos que encontraremos mas adelante, sera util el siguiente concepto 
geometrico. 
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3.9 Definition Sea E un subconjunto de un espacio metrico X, y S el con- 
junto de todos los numeros reales de la forma d(p,q) con p e E y q e E. El 
sup de S se llama diametro de E . 

Si \p n \ es una sucesidn en X y E N esta constituido por los puntos p Ny 
p N + l , j Rv + 2 *--*> se ve facilmente, como consecuencia de las dos definiciones 
anteriores, que \p n J es una sucesidn de Cauchy si, y solo si 

lim diam E N = 0. 

JV-oo 

3.10 Teorema 

(a) Si E es la cerradura de un conjunto E en un espacio metrico X, 
serd : 


diam E = diam E. 

(b) Si K n es una sucesidn de conjuntos compactos en X, tales que 
K„ => K„ + ] (n = 1, 2, 3 si 

lim diam K n = 0, 

n-*oo 

esta constituido por un pun to 

Demostraci6n 

(a) Como E c E, es claro que 

di^m E < di^m E. 

Fijemos s > 0, y elijamos p e E y q e E. Por la definicidn de 
E , existen puntos p\ q\ en E tales que d(p,p r ) < e, y d(q,q ') < e. 
De aqui, 


d(p;q) ^ d(p, p') + d(p' q') + d(q', q) 
<2e + d(p', q') <, 2s 4 diam E. 


Se deduce que 


diam E < 2s + diam E, 

y como e era arbitrario, queda demostrado (a). 

(b) Hagamos K = F* 01 " Teorema 2.36, K es no vacio. Si 

contiene mas de un punto, diam K > 0. Pero para todo n, K„ => K, 
de modo que diam K n > diam K, lo que contradice la hipotesis de ser 
diam K„ — 0. 
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3.11 Teorema 

(a) En cualquier espacio metrico X, toda sucesidn convergente es 
una sucesidn de Cauchy . 

( b ) Si X es un espacio mdtrico compacto y \p n ] es una sucesidn de 
Cauchy en X, entonces (p N ) converge hacia algun punto de X . 

(c) En R k toda sucesidn de Cauchy converge . 

Nota: La diferencia entre la definici6n de convergencia y la de 
sucesion de Cauchy, es que el limite esta incluido explicitamente en la 
primera y no en la segunda. Asi el Teorema 3.11(6) permitir& averi- 
guar si una sucesi6n dada converge o no, sin conocer el limite a que 
pueda tender. 

El hecho (contenido en el Teorema 3.11) de converger una suce- 
si6n en R k si, y solo si es de Cauchy, se llama comunmente criterio de 
convergencia de Cauchy . 

Demostraci6n 

(a) Si p n — p y e > 0, hay un entero N tal que d(p,q n ) < e para to- 
do n > N. En consecuencia 

d(Pn . Pm) ^ d(Pn , P) + d (p, P m ) < 2t 

si n > N y m > N. Por lo tanto \p„ | es una sucesidn de Cauchy. 

(b) Sea \p „] una sucesidn de Cauchy en el conjunto compacto X. 

Para N = 1, 2, 3,..., sea E N el conjunto que consta de p N , p N+t , 
p N+2 .Entonces 


(3) lim diam E N = 0, 

N->oo 

debido a la Definicidn 3.9 y al Teorema 3.10(a). Cada X es compacto 
porque es un subconjunto cerrado de un espacio compacto E s (Teore¬ 
ma 2.35). Tambien E N => E N+ ,, asi que E N => E N+U 

El Teorema 3.10(d) indica que hay un p e X unico, que esta en 
cada E n . 

Dado e >0. Por (3) hay un entero N 0 tal que E N < e si N > 
N 0 . Como p e E Nt se deduce que d(p,q) < e para cada q € E N , de 
aqui que para cada q e E N . En otras palabras d(p,p n ) < e si n > N 0 . 
Esto expresa exactamente que p„ — p. 


(c) Sea x„ una sucesidn de Cauchy en R k . Definase E N como en (b) 
con x, en lugar de/?,. Para algun N, diam E s < 1. El rango de (x„j es 
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la uni6n de E N y el conjunto finito {x,,..., x^, ). Por esto {xj es aco- 
tado. Finalmente de ( b ) se deduce (c), debido a que todo subconjunto 
acotado de R k tiene cerradura compacta en R k (Teorema 2.41). 

3.12 Definition Si toda sucesibn de Cauchy converge en un espacio metri- 
co, se dice que este es completo . 

Entonces el Teorema 3.11 expresa que todos los espacios metricos 
compactos y los espacios euclidianos son completes. El Teorema 3.11 impli- 
ca tambien que todo subconjunto cerrado E de un espacio metrico complete 
X es complete . (Toda sucesibn de Cauchy en E es una sucesibn de Cauchy 
en X , por esto converge hacia algun p e X, y ciertamente p e E porque E es 
cerrado.) Un ejemplo de un espacio mfetrico que no es completo es el espacio 
de todos los numeros racionales, d(x,y) = \x — y\. 

El Teorema 3.2(c) y el ejemplo (d) de la Definicibn 3.1, demuestran 
que las sucesiones convergentes son acotadas, pero que las sucesiones acota- 
das, en R k no son necesariamente convergentes. Sin embargo, hay un caso 
importante en el que convergence es equivalente a acotacion; esto sucede 
con las sucesiones monbtonas en R l . 

3.13 Definicibn Se dice que una sucesibn de numeros reales es: 

(a) mondtona creciente si s n <s n + ] (n = 1, 2, 3,...); 

(b) mondtona decreciente si s n >5 W + I (w = 1, 2, 3,...). 

La clase de las sucesiones monbtonas esta constituida por las suce¬ 
siones crecientes y las decrecientes. 

3.14 Teorema Supongamos que fo) es mondtona . [s n ] converge si, y solo 
si es acotada . 

Utmost ration Supongamos que s n < s„ + , (la demostracion es 
analoga en el otro caso). Sea E el rango de \s„ j. Si jsj es acotada, sea 
5 el sup de E. Serb 


■*„<•* (/i = 1,2, 3,...). 

Para todo e > 0, existe un entero N , tal que 

s — s < s N < s, 

porque de otro modo s — e seria una cota superior de E . Como {s;, j es 
creciente, n > N implica que 


s ~ 8 <s n <s, 
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lo que demuestra que {$„} converge (hacia s ). 

La inversa se deduce del Teorema 3.2(c). 

LIMITES SUPERIOR E INFERIOR 

3.15 Definicion Sea fsj una sucesion de numeros reales con las siguientes 
propiedades: para cada numero real M hay un entero TV, tal que n > TV 
implica que s n > M. Escribimos 


+oo. 

Del mismo modo, si para todo numero real M existe un entero TV tal que n 
> TV implica que s n < A/, escribimos 

Se habr& observado que hemos utilizado el simbolo — (introducido en la 
Definicibn 3.1) pra ciertos tipos de sucesiones divergentes, igual que para 
las convergentes, pero sin que se hayan cambiado las definiciones de conver¬ 
gence y de limite, dadas en la Definicibn 3.1. 

3.16 Definicion Sea {sj una sucesion de numeros reales, y E el conjunto 
de los numeros x (en el sisten a extendido de numeros reales) tales que $ — x 
para alguna subsucesion ( 5 ^ Este conjunto E contiene todos los limites sub- 
secuenciales definidos en la Definicibn 3.5 mas, posiblemente, los numeros 

+ 00 y — 00, 

Recordemos, ahora, las Definiciones 1.8 y 1.23 y hagamos 

s* = sup E , 
s * = inf E. 

Los numeros s* y s* se llaman limites superior e inferior de { 5 ;, |; utilizaremos 
la notacion 


Hm sup s n = 5 *, lim inf s n == s *. 

n-* 00 rt-* 00 


3.17 Teorema Sea {5„) una sucesidn de numeros reales , y consideremos 
que E y s* tienen el mismo significado que en la Definicion 3.16. En estas 
condiciones , s* tiene las dos propiedades siguientes: 

(a) 5 * e E. 

(b) Si x > s*, existe un entero TV tal que n > TV implica que s n < x. 
Ademas , s* es el unico numero que posee las propiedades (a) y (b). 
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Para s* se obtiene, evidentemente, un resultado an&logo. 

Demostracibn 


(a) Si s* = + oo, E no esta acotado superiormente, por lo que no 
lo esta } y existe una subsucesibn {s^} tal que s„ k — + <*, 

Si s* es real, E esta acotado superiormente y existe al menos un 
limite subsecuencial, de modo que (a) se deduce de los Teoremas 3.7 
y 2.28. 

Si 5 * = — oo, E contiene solo un elemento, es decir — oo, y no 
existe limite subsecuencial. Por tanto, para todo numero real M, s n > 
M para, a lo sumo, un numero finito de valores de n y de modo que 

-oo, 

Queda asi demostrado (a) para todos los casos posibles. 

(i b ) Para demostrar ( b ), supongamos que existe un numero x > s* 
tal que s n > x para infinitos valores de n . En este caso, existe un nu¬ 
mero y g E tal que y > x > 5 *, en contradiccibn con la definicion 
de s*. 

Por tanto, s* satisface a (a) y ( b ). 

Para demostrar la unicidad, supongamos que existen dos nume- 
ros p y q que satisfacen (a) y (b), y sea p < q. Elijamos x de modo 
que p < x < q. Como p satisface (b), tenemos que s„ < x para n > 
N. Pero en este caso, q no puede satisfacer a (a). 


3.18 Ejemplos 

(a) Sea {$„} una sucesibn que contiene a todos los numeros raciona- 
les. Todo numero real es un limite subsecuencial y 

Iim sup s„ = + oo, lim inf s n = — oo. 

n-+ oo «-► oo 


(b) 


Sea = (- iy|l + (1/n)]. 

lim sup s„ = 1, 

fl-» 00 


Ser4 

lim inf s n = — 1. 

II—► 00 


(c) Para una sucesi6n |s„ j de valores reales, lim s n = s, si y solo si 

n-* oo 

lim sup s„ = lim inf s„ = s. 

l»-*O0 «-*oo 


Terminaremos esta seccion con un teorema de gran utilidad, cuya de- 
mostracion es elemental. 


3.19 Teorema Si s n < t n para n > N, con N, prefijado , se verifica que 
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lim inf s n <L lim inf t n , 

n->oo n~* oo 

lim sup s„ < lim sup t „. 

n~*ao n~* oo 


ALGUNAS SUCESIONES ESPECIALES 

Calcularemos, ahora, los limites de algunas sucesiones que se presentan fre- 
cuentemente. Las demostraciones estan basadas todas ellas en la siguiente 
observacidn: si 0 < x„ < para n > N, siendo Nun numero dado, y si s„ — 
0, se verifica que x n — 0. 


3.20 Teorema 



(«) 

Si p > 

0, 

lim 1 = 0. 



n-* co n 

( b ) 

Si p > 

0, 

II 

i? 

C 

(c) 

lim f/n 

ft-* 00 

= 

1. 

(rf) 

Si p > 

0 

y a es real, lim 

n -*■ oo 

(e) 

Si \x\ 

< 

1, lim x” = 0. 


n-* oo 


Demostraci6n 

(a) Tomemos n > (l/e) Wp . (N6tese que aqui se ha usado la propie- 
dad arquimidiana del sistema de los numeros -reales.) 

(b) Si p > 1, hagamos x„ = -!"fp - 1. Sera x„ > 0 y por la formula 
del binomio 


1 + nx„^(l +x„) n =p. 


de modo que 




P - 1 
n 


Por tanto, x„ — 0. Sip = 1, (6) es evidente, y si 0 < p < 1, se obtie- 
ne el resultado tomando los reciprocos. 

(c) Hagamos x„ = $~n — 1. Ser& x„ 0, y por el teorema del binomio 


n = (1 + x n f S; 


n(n - 1) 


2 
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Por tanto 


0<x„<S 



(« > 2). 


(d) Sea k un entero tal que k > a; k > 0. Para n > 2k. 


(l +py > (2)/ = 


* _n(n - 1) 


• • (n - k + 1) k n k p k 

T\ - p > 2 Wi 


y de aqui 


n x 2 k k' 

0 < -- (n > 2k). 

(1 +P)" P k 

Como a — k < 0, — 0 por (a). 

(e ) Hagamos a = 0 en ( d ). 


SERIES 

En lo que resta de este capitulo, todas las sucesiones y series que considere- 
mos tendran valores complejos, excepto cuando se indique lo contrario 
explicitamente. En el Ejercicio 15 se hace referencia a la extension de alguno 
de los teoremas que siguen, a series con terminos en R k . 

3.21 Definicion Dada una sucesion [a n j usaremos la notacion 


£ a n (p < q) 

n = p 

para expresar la suma a p + a p + i + •••■'+ a q . A \a n J le asociamos una suce¬ 
sion {sj, donde 


k= 1 

Tambien utilizaremos para \s n | la expresion simbolica 

+ d 2 + + * * * 


o, mas brevemente 



n~ 1 


( 4 ) 
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A1 simbolo (4) le llamaremos serie infinita o solamente serie . A los nu- 
meros s n se le llama sumas parciales de la serie. Si ) converge hacia s , dire- 
mos que la serie converge y escribiremos 

00 

I = 5 . 

n= 1 

A1 numero 5 se le llama suma de la serie; pero debe entenderse claramente 
que 5 es el limite de una sucesion de sumas y que no se obtiene simplemente 
por adicion. 

Si [sj diverge, se dice que la serie diverge. 

A veces, por convenience de notacion, consideraremos series en la forma 

(5) £«.. 

n= 0 


y frecuentemente, cuando no haya peligro de ambiguedad, o si la distincion 
es de escasa importancia, escribiremos simplemente La„ en lugar de (4) o (5). 

Es evidente que todo teorema sobre sucesiones, se puede enunciar refi- 
riendose a las series (haciendo a x — s { y a n = s n — s n __ x para n > 1) y vice- 
versa, pero es, sin embargo, util considerar ambos conceptos. 

El criterio de Cauchy (Teorema 3.11) puede ser enunciado de nuevo en 
la forma siguiente: 


3.22 Teorema La n converge si, y solo si para cada e > 0 existe un entero 
N, tal que 


( 6 ) 



< £ 


si m > n > N. 

En particular, tomando m = n, (6) se convierte en 




En otras palabras: 

3.23 Teorema Si La„ converge, lim a n = 0. 

co 

La condicion a„ — 0, no es, sin embargo, suficiente para poder asegu- 
rar la convergencia de La„. Por ejemplo, la serie 
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diverge. Para demostrarlo, considerese el Teorema 3.28. 

El Teorema 3.14 sobre sucesiones monbtonas, tiene tambien una 
equiValencia inmediata para las series. 

3.24 Teorema Una serie de terminos no negatives converge ! si, y solo si 
sus sumas parciales forman una sucesidn acotada. 

Veamos ahora otro metodo distinto de estudiar la convergencia, el 11a- 
mado «criterio de comparacion». 

3.25 Teorema 

(i a ) Si \a n | < c n para n > N 0 , donde N 0 es un entero dado, y Lc n 
converge, tambien converge La n . 

(b) Si a n > d n > 0 para n > N 0 y Ld n diverge, tambien diverge La n . 

N6tese que ( b ) se aplica solamente a series de terminos a n no 
negativos. 

Demostraci6n Dado s > 0, existe N > 7V 0 , tal que m > n > N 
implica que 


m 


I 

fc = 


c k <e. 


por el criterio de Cauchy. De aqui, que 


m 


z* 


m 


m 


£ Z l fl kl 

k—n k—n 


y se deduce (a). 

Adem<is ( b ) se deduce de (a), porque si La„ converge, igual de- 
be suceder con T,d„ [observese que (b) se deduce tambien del Teorema 
3.24]. 

El criterio de comparacion es muy util; para usarlo convenientemente, 
debemos familiarizarnos con cierto numero de series de terminos no negati¬ 
vos, cuya convergencia o divergencia es conocida. 

SERIES DE TERMINOS NO NEGATIVOS 

La m&s sencilla de todas es, quiza, la serie geometrica. 


l La expresion «no negativo» se refiere siempre a los numeros reales . 
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3.26 Teorema Si 0 < x < 1, sera 


0 ° 1 

«-0 1 x 


Si jc > 1, la serie diverge. 

Demostraci6n Si x ^ 1 


Sn= t ** = 

k~0 


1 -X" +1 
1 — X 


de donde se deduce el resultado, si hacemos « — oo. Para x = 1; 
tenemos 


1 + 1 + 1 +•••, 
que diverge, evidentemente. 

En muchos casos que se encuentran en las aplicaciones, los terminos de 
la serie decrecen monotonamente. Por tanto, es de particular interns el si- 
guiente teorema de Cauchy. Lo que llama la atencion del teorema es que una 
subsucesidn mas bien «estrecha» de [a„] determina la convergencia o diver¬ 
gence de £a„. 

3.27 Teorema. Supongamos a, > a, > a, > ••• > 0. La serie E“=i a „ 
converge si, y solo si la serie 

00 

( 7 ) ^ 2 k a2k = + 2a 2 + + * * * 

Jt= o 

converge. 

Demostraci6n Por el Teorema 3.24, basta considerar el car&cter de 
acotado de las sumas parciales. Sea 

s n ~a x +a 2 + ••• +a n9 
4 — *4 + 2a z + ’ * * + 2 ** 2 * * 


Para n < 2 k 

s n ^ + (#2 + ^ 3 ) + * “ + (a 2 k -f * * * + a 2 k+i-i) 

^ + 2a 2 + * * * + 2 k a 2 u 

— 4> 
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de modo que 


( 8 ) s n ^t k . 

Por otro lado, si n > 2 k 

s n ^ Cli + + (# 3 + # 4 ) + * * * + (^ 2 k * 1 +1 + * * * + ^ 2 k ) 

^ i a l T #2 "J” 2^4 + * * * + 2* l Cl2 k 
= 

de forma que 


( 9 ) 


2s n > t k . 


Por ( 8 ) y(9), las sucesiones {jJ y [t k ] son, o ambas acotadas o ambas 
no acotadas, lo que completa la demostrcion. 

3.28 Teorema converge si p > 1 y diverge si p < 1. 

Demostracion Si p < 0, del Teorema 3.23 se deduce la divergencia. 
Si p > 0, es aplicable el Teorema 3.27 y llegamos a la serie 


QO 



1 

2 Tp 


= £ 2 (1 ~ p)k . 
k=0 


Ahora, 2 x ~ p < 1 si, y solo si 1 — p < 0 y se deduce la conclusion, 
por comparacion con la serie geometrica (hagase x = 2*-^en el Teore¬ 
ma 3.26). 

Como nueva aplicacion del Teorema 3.27 demostraremos que: 


3.29 Teorema Sip > 1 

( 10 ) 


00 1 

y_ t _ 

n “ 2 «(log n) p 


converge; si p < 1 , la serie diverge. 

Observacidn «log n» expresa el iogaritmo de n de base e (comparar con el 
Ejercicio 7, Cap. 1); el numero e sera definido inmediatamente (ver Defini- 
ci 6 n 3.30). Comenzaremos la serie por n - 2, pues, log 1 = 0. 

Demostracion La monotonia de la funcion logaritmica (que veremos 
con mas detalle en el Cap. 8 ) implica que (log n \ es creciente. Por tan- 
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to, (l//i log n) es decreciente y podemos aplicar el Teorema 3.27 a 
(10), lo que nos lleva a la serie 

00 J 00 2 1 00 1 

k ?i 2 * 2*(log 2*) p = *?, (k log 2) p = (log 2)%?,^’ 
y del Teorema 3.28 se deduce el 3.29. 

Se puede, evidentemente, continuar este proceso. Por ejemplo, 


( 12 ) 

diverge, mientras que 
(13) 


1 


n = 3 fllogrtlog log n 


1 


n =3 n log //(log log nf 


converge. 

Podemos observar que los terminos de la serie (12) difieren muy poco 
de los de la (13). No obstante, una diverge y la otra converge. Si conti- 
nuamos el proceso que nos llevo del Teorema 3.28 al 3.29 y luego a (12) y 
(13), encontraremos parejas de series convergentes y divergentes cuyos termi¬ 
nos todavia difieren menos que los de (12) y (13). Se puede pensar asi, que 
debe de haber una situation limite de cierta naturaleza, una «frontera», con 
todas las series convergentes a un lado, y las divergentes al otro —al menos 
mientras se trate de series con coeficientes monotonos—. Esta nocion de 
«frontera» es, en realidad, completamente vaga. Queremos recalcar lo si- 
guiente: De cualquier forma que concretemos esta nocion, la idea es falsa. 
Los Ejercicios 11(b) y 12(b) serviran de ilustracibn. 

No queremos profundizar mas en este aspecto de la teoria de la conver- 
gencia y enviamos al lector a la «Teoria y Aplicacion de las Series Infinitas» 
de Knopp, capitulo IX, en particular el § 41. 


EL NUMERO e 


00 1 

3.30 Definition e = J] — 
» = o/i! 


Donde n! - 1 • 2 • 3 • • • «, si n > 1, y 0! = 1 
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Como 


s„ = 1 + l + -—- + 


1*2 1*2*3 


1*2 


, < 1 1 1 
<l + l+ ~ + 22 + **‘+ 2 «- 1 < ^> 


la serie converge, y tiene sentido la definicibn. De hecho, la serie converge 
muy r&pidamente y nos permite calcular e con mucha precisibn. 

Es interesante observar que tambien puede ser definido e por medio de 
otro proceso de limites; la demostracibn proporciona un buen ejemplo 
de operaciones con limites. 


3.31 


Teorema 



Demostracibn Sea 


■*n 




Por el teorema del binomio 


= 1 + 1 + 





ft - 1 

n 


)• 


Por tanto, t„ < s„, de modo que 
(14) lim sup t n ^ e, 

n~* oo 

por el Teorema 3.19. Adem&s, si n > m, 




Sea n — oo, conservando m fijo. Tendremos 
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de modo que 

s m <, Hm inf t„. 

n-* oo 

Si se hace m — oo, tenemos finalmente 

(15) e^liminff*. 

f |-+00 

El teorema se deduce de (14) y (15). 

La rapidez con que converge la serie Y — puede comprobarse como si- 

n\ 

gue: Si s n tiene el mismo significado que anteriormente, tendremos 

1 1 1 
e “ Sn ~ (n + 1)! + (n + 2)! + (it + 3)! + ” ’ 

1 ( 1 1 J_ _1_ 

< (« + l)![ + n + 1 + (« + l) 2 + j n\n 

de modo que 

(16) 

nln 

Asi, por ejemplo, s w da una aproximacion de e con un error menor de 10~ 7 . 
La desigualdad (16) tiene ademas interes teorico, pues nos permite demostrar la 
irracionalidad de e con mucha facilidad. 

3.32 Teorema e es irrational. 

Demostraci6n Supongamos que e es racional. Ser& e = p/q 9 siendo 
p y q enteros positivos. Por (16), 


(17) 0 <q\(e — 5^) < - • 

Por la hipdtesis hecha, q!e es entero. Como 

q\-q '(‘ + 1+-Jj + -+Ji) 

es entero, vemos que q!\(e - s q ) es entero. 

Como q > 1, (17) implica la existencia de un entero entre 0 y 1, 
con lo que hemos llegado a una contradicci6n. 
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En realidad, e no es precisamente un numero algebraico. Para una de- 
mostracion sencilla de esto, v£ase la pagina 25 del libro de Niven, o la 176 
del de Herstein, citados en la Bibliografia. 

CRITERIOS DE LA RAIZ Y DE LA RAZON 

3.33 Teorema (Criterio de la raiz) Dado La n , hagamos a = lim sup $ \a„). 

n-+ oo 

Tendremos 

(a) si a < 1, La n converge; 

(b) si a > 1, La n diverge; 

(c) si a = 1 , el metodo no da informacion. 

Demostracion Si a > 1, podemos elegir 13 de modo que a < /3 < 1 
y un entero N tal que 


</\a n \<P 

para n > N [por el Teorema 3.11(b)]. Esto es, que n > TVimplica 

kl <F- 

Como 0 < /3 < 1 , E/3" converge. La convergencia de E a„ puede dedu- 
cirse ya por el criterio de comparacion. 

Si a > 1, por el Teorema 3.17, hay una sucesion {n k | tal que 

VkJ -*«• 

Por tanto \a n \ >1 para infinitos valores de n , de modo que no se 
cumple la condicion a n — 0, necesaria para la convergencia de La„ 
(Teorema 3.23). 

Para demostrar (c), consideremos las series 


Para cada una de ellas a = 1 pero la primera diverge y la segunda 
converge. 

3.34 Teorema (Criterio de la razon) La serie La„ 

a n +1 


(a) converge, si lim sup 


< 1 , 
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( b ) diverge si > para n > donde es un numero ente- 

a n 

ro cualquiera, dado . 

Demostraci6n Si se cumple la condicion (a), podemos hallar /3 < 1, 
y un entero TV, tal que 

— <j8 
<*n 

para n > N. En particular, 

l«N + ll <£l%|. 

i a A + 2l < P\ a N+l\ < P 2 l a wl> 


l°N + pl < P P \ 0 n\ • 


esto es, 

\a n \<\a N \p- N -p" 

para n > N y se deduce (a) por el criterio de comparacion, pues E/3" 
converge. 

Si \a„ + l | > |o„ | para n > %, e s facil ver que no se cumple la 
condicion o„ — 0, y se deduce ( b ). 

Nota : El saber que lim + , /a„ = 1 no implica nada sobre la conver- 
gencia de E a„. Las series El/w y El/n 2 demuestran esto. 

3.35 Ejemplo 

(a) Consideremos la serie 

111 11 1 1 1 
2 + 3 + 2^ + 32 + + 33 + 2* + 3* 

para la cual 
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El criterio de la raiz indica su convergencia, el de la raz6n no conduce 
a conclusiones. 

( b ) Lo mismo es cierto para la serie 


11111 1 1 
2 +1+ 8 + 4 + 32 + l6 + 128 + 64 + 


donde 


lim inf — 

n-* co &n 


8 ’ 


lim sup = 2, 

n-*CO Qn 


pero 


lim </«„ = $. 

3.36 Observaciones El criterio de la raz6n, frecuentemente es mas facil de 
aplicar que el de la raiz, pues de ordinario es mas sencillo calcular cocientes 
que raices n-esimas, pero sin embargo, tiene mks amplia aplicacion el criterio 
de la raiz. Precisando mks: cuando el criterio de la raz6n demuestra la con¬ 
vergencia, tambien el de la raiz; cuando este no conduce a conclusiones, 
tampoco lo hace el de la raz6n. Esto es consecuencia del Teorema 3.37 y se 
aclara con los ejemplos anteriores. 

Ninguno de los dos es interesante en caso de divergencia. Los dos la 
deducen del hecho de que a„ no tiende a cero cuando n -* oo. 

3.37 Teorema Para toda sucesidn [cj de numeros positivos, 

lim inf -^11 < jj m i n f Vc” 5 

n-*vo C n „-*oo 

lim sup tfc n < lim sup^ 1 ^ • 

n-»oo it—► oo C n 

Demost radon Demostraremos la segunda desigualdad; la demostra- 
ci6n de la primera es anMoga. Hagamos 
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a = lim sup^-i • 

rt~* oo C n 

Si a == + oo, no hay nada que dernostrar. Si a es finito, elijamos 0 
> a. Existe un entero N tal que 

—<p 

c„ 

para n > TV. En particular, para todo p > 0. 

c N + k + l^P C N + k (fc = 0 , 1 ,— 1). 

Multiplicando estas desigualdades, obtenemos 

o 

Cn^c N r N -p n 

De aqui 

De modo que 

(18) lim sup ^ ft 

n-+ 00 

por el Teorema 3.20(6). Como (18) es cierto para todo 0 > a, tenemos 

11 m sup ?fc„ <, a. 


SERIES DE POTENCIAS 

3.38 Definici6n Dada una sucesion |c„ | de numeros complejos, a la serie 
(19) Ic B z" 

n = 0 

se le llama serie de potencias. A los numeros c n se les llama coeficientes de la 
serie; z es un numero complejo. 

En general, la serie convergera o divergera, segun el valor de z. Mas 
concretamente, a toda serie de potencias hay asociado un circulo, llamado 
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circulo de convergencia, tal que (19) converge si z esta en el interior del mis- 
mo y diverge si esta en el exterior (para tener en cuenta todos los casos, de- 
bemos considerar el piano como el interior de un circulo de radio infinito, y 
un punto como un circulo de radio cero). El comportamiento en el circulo de 
convergencia es mucho mas variado y no se puede definir tan sencillamente. 

3.39 Teorema Dada la serie de potencias Lc n z n , hagamos 

a=lim supyf^l, i? ==;• 

n->oo w 

(Si a = 0, R = + oo; si a = + oo, R = 0.) Lc„z" converge si { 2 ! < R y di¬ 
verge si [z] > R. 

Demostracion Hagamos a„ = c n z" y apliquemos el criterio de la ralz: 

_ _ i z i 

11 m sup f/\a n \ = | z111 m sup^lcj = —• 

n -> 00 m-»oo ^ 

Nata : A R se le llama radio de convergencia de 

3.40 Ejemplos 

(a) Para S/z n z": R = 0. 

z n 

( b) Para Y— R = + oo (en este caso es mbs sencillo de aplicar 

n\ 

el criterio de la razon que el de la raiz). 

(c) Para Zz n : R = 1. Si |z| = 1, la serie diverge, pues [z n } no tien- 
de a 0 cuando n — oo. 

z” 

(d) Para Y—:R = L En el circulo de convergencia, la serie di- 

n 

verge para z = 1, y converge para todos los demas puntos de \z\ = 
= 1. Esta ultima afirmacidn ser& demostrada en el Teorema 3.44. 
z n 

(e ) Para Y~r : R = 1. La serie converge tambien en todos los 

n 

puntos del circulo \z\ = 1, por el criterio de comparacion, ya que 
\z n /n 2 \ = l/n 2 si \z\ = 1. 

SUMA POR PARTES 

3.41 Teorema Dadas dos sucesiones [a n } 9 \b n ], hagamos 

4„ = £a k 

k = 0 
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si n > 0; pongamos — 0. Si 0 < p < q, tenemos 

Q «“ 1 

(20) XI ~ X] -^niPn b n + 1) “b ^<Pq 

n = p n=p 


Demostracion 


i a n b n = t(A n - A n ^)b n = i A„b„ - 9 f A n b n+l , 

n=p n=p n~p n=p —1 

y la ultima expresi6n de la derecha se ve facilmente que es igual al se- 
gundo miembro de (20). 

La formula (20), llamada «formula de sumacion partial)) es util en el 
estudio de series de la forma Z.a n b n , en particular cuando [b n \ es monotona. 
Veremos, ahora, algunas aplicaciones. 

3.42 Teorema Supongamos 

(a) las sumas parciales A n de forman una sucesion acotada; 

(b) b (] > b, > b 2 > •••; 

(c) lim b„ = 0. 

n-+ oo 

Entonces, Ea„b„ converge. 

Demostracion Elijamos M de modo que \A„\ < M para todo n. 
Dado e > 0, existe un entero N tal que b N < (e/2 M). Para N < p < 
q, tenemos 


q 


n = p 

= 


q- 1 

L A„(b„ - b n+ 1) + A q b q - A p _ 2 b p 


n = p 


< M 


q -1 

I(b„- 

b n + i) + b q + b p 

n=p 


= 2Mbp < 2Mb N < s. 


Deduciendose la convergencia a partir del criterio de Cauchy. Obser- 
vamos que la primera desigualdad de la cadena anterior depende del 
hecho de ser b n — b n + x >0. 


3.43 Teorema Supongamos que 

(a) Iql 5: \c 2 \ ^ |c 3 1 ^ ; 

( b) c 2m -i > 0, c 2m < 0 {m — 1, 2, 3, .. 

(c) limn^oo c„ = 0. 
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Entonces, Lc n converge . 

Las series para las que se cumple (2?) se llaman «series alternantes»; el 
teorema es debido a Leibnitz. 

Demostraci6n Basta aplicar el Teorema 3.42 con a n = (- l) w + l , y 
bn = k|- 


3.44 Teorema Supongamos que el radio de convergencia de Ec n z n es 1, 
que c 0 > c, > c 2 lim*-,* c n = 0. Lc n z n converge en todo punto del 

clrculo \z\ — 1, excepto, posiblemente, en z — 1. 

Demostracion Hagamos a n — z n , b n = c n . Se satisfacen las hipotesis 
del Teorema 3.42, pues 


M.I 



1 -z m+1 
l-z 



si \z\ = 1, z * 1. 


CONVERGENCIA ABSOLUTA 

Se dice que la serie T.a„ converge absolutamente si converge la serie E | a„ | 

3.45 Teorema Si La n converge absolutamente, La„ converge. 
Demostracion La afirmacion se deduce de la desigualdad 


1 * 


k~n 


*11 

n~k 


*k\> 


mas el criterio de Cauchy. 

3.46 Observaciones Para las series de terminos positivos, la convergencia 
absoluta coincide con la convergencia. 

Si La n converge, pero L |a„ | diverge, decimos que La n converge no 
absolutamente . Por ejemplo, la serie 

Y (-0" 

^ n 

converge no absolutamente (Teorema 3.43). 

El criterio de comparacion, lo mismo que el de la raiz y el de la razbn, 
son en realidad metodos para hallar la convergencia absoluta y no pueden 
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dar ninguna information para las series convergentes no absolutamente. 
Para salvar esta dificultad se utiliza a veces la suma por partes. En 
particular, las series de potencias convergen absolutamente en el interior del 
circulo de convergencia. 

Veremos que con las series absolutamente convergentes se puede 
operar en gran manera como con las sumas finitas: podemos multiplicarlas 
termino a termino y variar el orden en que se efectuan las sumas, sin afectar 
a la suma de la serie. Por el contrario, para las series no absolutamente 
convergentes esto ya no es verdad y hay que tomar mas precauciones al 
operar con ellas. 


ADICION Y MULTIPLICACION DE SERIES 

3.47 Teorema Si La n - A, y Lb„ = B, sera L(u„ + b„) = A + B, y Lca n 
— cA, para todo c prefijado. 

Demostracion Sea 


n 


A n — X a k > 

k-0 


B n 


n 



de aqui 


+ B n = Yj ( a k + b k ). 

k = 0 

Como lim^^oo^,, — A y lim = B y vemos que 
lim (A n + B„ ) = A + B. 

co 

La demostracion de la segunda afirmacion es aun mas sencilla. 

Asi, pues, pueden sumarse termino a termino dos series convergentes y 
la serie resultante converge hacia la suma de las dos series. El caso es mas 
complicado cuando consideramos la multiplication de dos series: para 
empezar, debemos definir el producto, lo que puede hacerse de varios 
modos; consideraremos el llamado «producto de Cauchy». 

3.48 Definition Dadas La„ y Lb n , hacemos 

Cn=f i a k b n . k (n = 0,1,2 ,...) 

k = 0 

y llamamos a Lc„, producto de las dos series dadas. 
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Se puede justificar esta definicibn del modo siguiente: si tenemos dos 
series de potencias La n z " y Lb n z n , las multiplicaciones termino a termino y 
agrupamos las que tienen la misma potencia de z, obtenemos 

QO oo 

X a.z" • X b n z n = (o 0 + a t z + a 2 z 2 + • • -)(b 0 + b x z + b 2 z 2 + ■ ■ •) 

n = 0 n = 0 

= a 0 b 0 + (a 0 b l + a^z + (a 0 b 2 + + a 2 b 0 )z 2 + ■■■ 

= c 0 + c,z + c 2 z 2 4-. 

Haciendo z = 1, llegamos a la definicibn anterior. 

3.49 Ejemplo Si 

^n = £>k, B n =Y j b k , C B =X C *> 

*=0 *=0 n =0 

y A n ~ A y B n — B, no es inmediato que {C„ J converja hacia AB, pues no es 
C n = A m B n . La dependencia de (CJ respecto a \A n \y \B„ ) es complicada (ver 
la demostracion del Teorema 3.50). Vamos a ver que el producto de dos 
series convergentes puede, de hecho, ser divergente. 

La serie 


giz£,_,_-L + _L__L + ... 

+ 1 v "2 v'3 V 4 

converge (Teorema 3.43). Formemos el producto de esta serie consigo 
misma, obteniendo 


.?/■ = 1 - (75 + 72 ) + (75 + ^ + 73 ) 

_/j_ 1 1 j_\ 

V4 + + JlJl + ^4/ + 


de forma que 


c, = (-l)”X 


k=o y(« - fc + l)(fc + 1) 


Como 


(.-HlXitl)«g+l) -(X*) £ 0 +1 ) ' 
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tendremos 


kl* 


n 2 
y — 

t=o n 4- 2 


2(n + 1) 
h + 2 ’ 


con lo que se ve que la condition c n — 0, necesaria para la convergencia de 
Lc„, no se cumple. 

Antes de ver el teorema siguiente, debido a Mertens, debemos hacer 
notar que hemos considerado el producto de dos series no absolutamente 
convergentes. 


3.50 Teorema Supongamos que 

00 

(a) Yj a n converge absolutamente , 

n = 0 

( b) ta„ = A, 

11 = 0 

(c) lb„ = B, 

n = 0 

(rf) c n = £a k b„- k (n = 0,1,2,...). 

k = 0 

Se verificara que 


00 





Esto es, el producto de dos series convergentes converge, haciendolo 
adem&s hacia el valor previsto, si al menos una de las dos series converge 
absolutamente. 


Demostraci6n Hagamos 


A„=t. a k’ 

fc = 0 


B, 


= lb k> 

* = 0 


k= 0 


Pn = B„ — B. 


Serb 

C n = ao*o + (a<A + «i*o) + • • • + (a 0 *» + + • • • + o n *o) 

= OqB„ + H-+ a B 5 0 

= a 0 (B + /?„) + a x {B + + • • • + a„(B + p 0 ) 

= A n .B + a 0 /J„ + j H-f- a H P 0 
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Pongamos 


yn = a 0 p n + ajn-i +■■■ +a n Po- 

Queremos demostrar que C„ — AB. Como A n B — AB, basta 
ver que 

(21) lim y n = 0. 

n-+ oo 

Hagamos 

«-Z ki¬ 

n-0 

[Aqui es donde utilizaremos (a)]. Sea dado s > 0. Por (c), /?„ — 0. 
Por tanto, podemos elegir N tal que |/?„| < e para n > N, en cuyo 
caso 

I Vn I ^ \Po a n + ' " + Pn a n- JV I + \PN+l a n-N-l + ' " + Pn° ol 
^ \Po a n + ’'' + P N a n -t !j + ecc. 

Conservando N fijo y haciendo n — oo, tenemos 

lim sup | y„ | < ex, 

n~> oo 

ya que a k — 0 cuando k — oo. Y, al ser arbitrario e, queda 
demostrado (21). 

Otra interrogation que se presenta es si la serie Lc n tiene, siempre que 
sea convergente, la suma AB. Abel demostro que la respuesta es afirmativa: 

3.51 Teorema Si las series La,„ Lb n y Lc n convergen hacia A, B, Cy c n = 
= a {) b n + ••• + a n b 0 , es C = AB. 

En este caso, no es necesario hacer ninguna hipotesis sobre la 
convergencia absoluta. Daremos una demostracion sencilla (que se basa en 
la continuidad de las series potentiates) despues de ver el Teorema 8.2. 

REORDENAMIENTOS 

3.52 Definition Sea {k n }, n = 1, 2, 3,..., una sucesion en la que cada 
entero positivo aparece una vez y solo una (esto es, \k n ] es una funcion 1-1 
de J en /, segun la notation de la Definition 2.4). Haciendo 

a n = a k n (»= 1 , 2 , 3 ,...), 

decimos que La n f es un reordenamiento de La n . 
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Si fo) y [ 5 /} son las sucesiones de las sumas parciales de 12a n y La n ', se 
ve facilmente que, en general, las dos sucesiones constan de terminos 
completamente diferentes. Hemos llegado, ahora, al problema de determinar 
en que condiciones convergeran todas los reordenamientos de una serie 
convergente, y si las sumas de ellas son necesariamente iguales. 

3.53 Ejemplo Consideremos la serie convergente 

(22) 1 -i + i-i + i-* + ’•• 

y uno de sus reordenamientos. 

(23) 1 + + i + + 

en la que siempre a dos terminos positivos sigue uno negativo. Si s es la 
suma de (22). 

s< 1 - i + i = 

Como 


4fc - 3 + 4k - 1 2k > ° 

para k > 1, vemos que 5 ,' < s t ' < .%' < ■ ■ ■, donde s n ’ es la n-esima suma 
parcial de (23). Por tanto. 


lim sup s^>s' 3 - i, 

n~* oo 

esto es, (23) no converge hacia s [dejamos al lector el comprobar que (23), 
sin embargo, converge]. 

Este ejemplo ilustra el teorema siguiente, debido a Riemann. 

3.54 Teorema Sea Y,a n una serie convergente pero no absolutamente de 
numeros reales, y sean a < fi dos numeros dados (en el sistema ampliado 
de numeros reales). Esto es, 


— oo < a < j8 < oo. 


Existe un reordenamiento 12a', con sumas parciales, s n f , tales que: 

lim inf s' n = a, lim sup si, = p. 

n-+<x> n~> ao 


( 24 ) 
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Demostracion Sea 


Pn = 


I °n I + O n 
-—- , 



(n = 1,2, 3,...). 


Sera p„ - q n = a n ; p n + q„ = \a n \; p„ > 0; q„ > 0. Las series y 
Eg„ ser&n ambas divergentes. 

Porque si fueran convergentes, 


2(/> n +?n)=2kl 


seria convergente, contrariamente a la hipotesis. Como 


N N N N 

Xj S *7n) “ X! Pn XI Qn > 

«=1 n == 1 n= 1 «= 1 

la divergencia de Lp n y la convergencia de Eg,, (o viceversa) implica la 
divergencia de La„ lo que, de nuevo, va contra la hipotesis. 

Representemos, ahora, por P ]9 P 2 , P 3 ,..., los terminos no 
negativos de E#„ en el orden en que figuran y Q lf Q 2 , Q 3 ,..., los 
valores absolutos de los terminos negativos de La n en su orden. 

Las series Eft, LQ n difieren de Ep„, Eg„ solo en terminos cero 
y son, por tanto, divergentes. 

Construyamos las sucesiones j m n }, [k n } tales que la serie 

(25) Pi + ••• +P mi ~ Qx — — Qki + H- 

+ fti 2 “ Qki + 1 ~ — Q k2 + *, 

que, como se ve facilmente, es un reordenamiento de Ea„, satisfaga 
a (24). 

Elijamos sucesiones con valores reales {a n }, {ft! tales que a n — 

a; ft, - ft a„ < ft, ft > 0. 

Sean m ] k x los menores enteros, para los que 


Pi + 

Pi -j- • • • -j- P mi -Qi-"-Q kl <*i\ 

rfy, k^ los enteros menores, para los cuales 

^1 + '** +Pm i — Ql “ *•’ ” Qki +Pm t +1 + **• + P m2 > &2> 

P% + * “ + Pmi “ Ql -- Qki + ftti+l + ’’ , +ftrt 2 “ Qk t + l 

- - Qk 2 <a 2 ; 
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continuando de este modo, lo que es posible, porque LP n y LQ n 
divergen. 

Si x n , y n representan las sumas parciales de (25), cuyos ultimos 
terminos son P mn y — Q kn , sera 

I *n ““ Pn I - Pm n > I )?n ~~ a n I ^ Gk n • 

Como ^ 0 y - 0 cuando n — oo; vemos que x n — (3, ey n -* a. 

Finalmente, esta claro que ningun numero menor que a o 
mayor que 0 puede ser limite subsecuencial de las sumas parciales 
de (25). 

3.55 Teorema Si Ha n es una serie de numeros complejos que converge 
absolutamente, entonces cualquier reordenamiento de La n converge, y todos 
ellos convergen a la misma suma. 

Demostracion Sea un reordenamiento La n \ con sumas parciales s'. 
Dado s > 0, existe un entero N tal que m > n > N implica 

m 

(26) Ik|<£. 

i = n 

Ahora se escoge p de tal forma que los enteros 1,2 N esten todos 
en el conjunto k l9 k p (se esta usando la notation de la 

Definition 3.52). Entonces si n > p, los numeros a N se 

cancelaran al llevar a cabo la diferencia s„ — s n ', de tal forma que por 
(26), | s n — s n '| < e. Por consiguiente converge hacia la misma 
suma que {sj. 


EJERCICIOS 

1. Demostrar que la convergencia de |s„ j implica la de { \s n |). ^Es verdad la inversa? 

2. Calcular lim (V n 2 + n - n). 

n co 

3. Si s { = V 2, y 


+ i = v 2 4 -Vs tt (n = 1, 2, 3,...), 

demostrar que |s„j converge, y que s n < 2 para n = 1, 2, 3,... 

4 . Hallar los limites superior e inferior de la sucesion {sj definida por 


Sjm 


$2m -1 # 
2 ~ ; 


5 , = 0 ; 


S2m + 1 — ^ *^2m • 
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5. Para cada dos sucesiones reales \a n \, \b n \, tenemos 

lim sup ( a„ + b tt ) < lim sup a» + lim sup b n , 

«-» 0 O M -+00 B -»00 


siempre que la suma de la derecha no sea de la forma oo — oo. 

6. Averiguar el comportamiento (convergencia o divergencia) de La n , si 

(a) a„ =Vn + 1 — Vn\ 

(h\ „ Vn+l — Vn. 

(b) a„ =-, 

n 

(c) a n — n — 1)"; 

(<*)«»=: 1 


para valores complejos de z . 


l+z n ' 

7. Demostrar que la convergencia de La n implica la de 


si a n > 0. 

8. Si La n converge y \b n \ es monotona y acotada, E a n b n converge. 

9. Hallar el radio de convergencia de cada una de las series de potencias siguientes: 

(a) 2>V, (*) E“j z "> 

2 " / 2 3 

(c) £^ z ”, ( rf ) Ep z "- 

10. Supongamos que los coeficientes de la serie de potencias La n z n son enteros, y que 
un numero infinito de ellos son distintos de cero. Demostrar que el radio de 
convergencia es, a lo mas 1. 

11. Suponer que a n > 0, s n = a x 4- • • • -I- a n , y La n diverge. 

(a) Demostrar que X) ; V diverge. 

1 r Qn 

( b ) Demostrar que 


Qn + i a N + k ^ j Sn 

Sn + I SN + k $N+k 


y deducir que diverge. 

Sn 



(c) Demostrar que 
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y deducir que converge. 

Sn 

(i d) iQue se puede decir acerca de 


and 


' 1 + na„ ^ 1 + n 2 a„ ‘ 

12. Suponer que a n > 0 y La n converge. Hacer 


Yn — * 

OT = »t 


{a) Demostrar que 


— -f ••• + - >1 - — 
r m r„ r« 

si m < n y y deducir que diverge. 

Y n 

(&) Demostrar que 


^=<2(V7.-V^7 1 ) 


y deducir que 


z 


a« 

converge. 


13. Demostrar que el producto de Cauchy de dos series absolutamente convergentes, 
converge absolutamente. 

14. Si |5„) es una sucesion compleja, se define su media aritmetica o n como 


o„ 


•So + Si + ‘ • • + Sn 

n+ 1 


(n= 0,1,2,...). 


(a) Si Hm s n = 5, demostrar que lim o n = s. 

(b) Construir una sucesion |s w ) que no converja, aunque o n = 0. 

(c) iQut ocurriria si s„ >0 para todo n y lim sup s n = oo, aunque o n = 0? 

(d) Hacer a n = s n - para n > 1. Mostrar que 


: r—T 

W "r 1 k»l 


Suponer que lim ( na n ) = 0 y que }aj convergen. Demostrar que |s„| converge. 
[Esto proporciona un inverso de ( a ), pero con la suposicion adicional de que 
na n - 0.] 

(e) Deducir la ultima conclusion a partir de una hipotesis mas debit: Suponer M 
< oo, | na n \ < M para todo n y y lim o n = a. Probar que lim s n = a, 
completando lo siguiente: 
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Si m < /?, entonces 




m + 1 
n — m 


(a n — a m ) 


+ 


1 


n — m 


n 


Z 

l *m + 


(*y»i St). 


Para estas /, 


,. _ i ^(n~ i)M (n — m— 1 )M 

I *“ 'I ^ m + 2 * 

Con £ > 0 fijo y asociado a cada n el entero m que satisface la desigualdad 

— e 

/n —— <m+ 1. 

1 + £ 

Entonces (m 4- 1)/(/? — m) < l/£ y \s n - s,-| > Me. De aqui que 

lim sup| s n — a | <LMe. 

n-»oo 


Ya que £ fue arbitrario, lim s n = o. 

15. Puede ampliarse la Definition 3.21 en el caso para el cual los a n pertenecen a 
algun R k prefijado. La convergencia absoluta se define como la convergencia de 
L|a„|. Mostrar que los Teoremas 3.22, 3.23, 3.25(a), 3.33, 3.34, 3.42, 3.45, 3.47 
y 3.55 son verdaderos en este caso mks general. (Solo se requieren modificaciones 
ligeras en las demostraciones.) 

16. Si a es un numero positivo fijo, escoger x, > yj a, y definir x 2 , x 3 , x 4 ,..., por 
medio de la formula de recurrencia 


x 


n +1 



(a) Demostrar que |x„| decrece monotonamente y que lim x n = V a. 

( b ) Hacers,, = x n - y/~a y y mostrar que 


e n + i <— 7 = 
2x„ 2Va 


de modo que al poner / 3 = 2yj a. 

£i 

p 

(c) Este es un buen algoritmo para calcular raices cuadradas, debido a que la 
formula de recurrencia es sencilla y la convergencia en extremo rapida. Por 
ejemplo, si a = 3 y x, =2, mostrar que e { /(3 < To y que por lo tanto 


<p\ 


(« = 1 . 2 , 3 ,...). 


e s <4 • 10- 16 , 


e 6 <4 • 10- 32 . 
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17. Sea a > 1 fijo. Si se toma x, > V a y se define 

0C + X„ _ a — X 2 n 

Xn +1 1 . Xn "T - 1 . 

1 -f x„ 1 -h x„ 

(a) Demostrar que x, > x 3 > x 5 > * • *. 

( b ) Demostrar que x^ < x 4 < x 6 < * * *. 

(c) Demostrar que lim x n = yj~a. 

(d) Comparar la rapidez de convergencia de este proceso con la del descrito en el 
Ejercicio 16. 

18 . Reemplazar la formula de recurrencia del Ejercicio 16 por 

X n + i = —- X n H- Xn P + 1 

P P 

en donde p es un entero positivo fijo. Describir el comportamiento de las 
sucesiones (xj resultantes. 

19 . Asociar a cada sucesibn a = fa„) en i a cua i es 0 6 2, el numero real 

*(*)=£ 

n - 1 J 

Demostrar que el conjunto de todos los x(a) es precisamente el conjunto de 
Cantor que se describio en la seccibn 2.44. 

20 . Suponer que \p n \ es una sucesibn de Cauchy en un espacio metrico X, y que 
alguna subsucesion converge hacia un punto p e X. Demostrar que la 
sucesibn completa \p n ) converge hacia p. 

21 . Demostrar el siguiente teorema, analogo al 3.10(b): Si \E n \ es una sucesibn de 
conjuntos cerrados y acotados en un espacio metrico completo X, E n => E n + ,, y si 

lim diam E» — 0, 

n-» qo 

?E n consta solamente de un punto. 

22 . Supongamos que X es un espacio metrico completo, y \G n \ una sucesibn de 
subconjuntos abiertos densos de X. Demostrar el teorema de Baire, es decir, que 
p) j °G n es no vacio. (De hecho, es denso en X .) Sugerencia: Hailar una sucesibn 
decreciente de entornos cerrados E n , de modo que E n a G„, y aplicar el 
Ejercicio 21. 

23 . Supongamos que \p n j y \q n ) son sucesiones de Cauchy en un espacio metrico X. 
Demostrar que la sucesibn \d(p n ,q n )\ converge. Sugerencia : Para cada m, n ; 


d{p n » q,) < d(p n i Pm ) + d(p m i Qm) H” d(q m , 


se deduce que 


\d(PniQn) d(p m ,q m )\ 


es pequefio si m y n son grandes. 
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24. Sea X un espacio metrico. 

(а) Llamando a dos sucesiones de Cauchy \p n |, \q n | equivalentes en X> si 

lim d(p n ,q„)= 0. 

n -*• oo 

Demostrar que esta es una relacion de equivalencia. 

(б) Sea X* el conjunto de todas las clases de equivalencia asi obtenidas. Si P e 
X* y Q e X*, \p n j g P, \q n \ e Q, definamos 

&(P, Q)= Hm d(p n ,q n ); 

n -» oo 

Por el ejercicio 23, existe este limite. Demostrar que el numero A (P,Q) permane- 
ce invariable si se sustituyen \p n j y \q n \ por sucesiones equivalentes, y de aqui que 
A es una funcibn distancia en X*. 

(c) Demostrar que el espacio metrico resultante X* es completo. 

(d) Para todo p e X> existe una sucesion de Cauchy, cuyos terminos son todos 
p ; sea P p el elemento de X* que contiene esta sucesion. Demostrar que 


A (P P9 P q )~d(p,q) 


para todo p, q e X. En otras palabras, la aplicacion y definida por cp(p) = P p es 
una isometria (es decir, una aplicacion que conserva las distancias) de A" en A"*. 

(e) Demostrar que <p(X) es denso en A"*, y que <p(X) = X* si X es completo. 
Por (d), podemos iaentificar X y <p(X) y considerar a X sumergido en el espacio 
metrico completo X *. A X* le llamamos la completezt de X. 

25. Sea X el espacio metrico cuyos puntos son los numeros racionales, con la metrica 
d(x>y) = \x — y \. iCukl es la completez, X *, de este espacio? (Comparar con el 
Ejercicio 24.) 


t N. del E.: Se ha extendido el uso de la palabra completez como traduccion del adjetivo 
completness. La Academia ha aceptado el termino completion, y existe tendencia a emplear 
este vocablo. 



4 

CONTINUIDAD 


El concepto de funcion y parte de la terminologia, relacionada con ella, se 
introdujeron en las Definiciones 2.1 y 2.2. Aunque (en capitulos posteriores) 
prestaremos especial interes a las funciones reales y complejas (esto es, fun- 
ciones cuyos valores son numeros reales o complejos) tambien trataremos 
sobre funciones vectoriales (esto es, con valores en R k ) y con valores en un 
espacio metrico arbitrario. Los teoremas que trataremos de este modo gene¬ 
ral no resultan mas sencillos si los limitamos, por ejemplo, a las funciones 
reales; y realmente simplifica y aclara el panorama el descartar las hipotesis 
innecesarias, y plantear y demostrar los teoremas en un sentido conveniente- 
mente general. 

Los dominios de definicion de nuestras funciones ser&n, pues, espacios 
metricos, convenientemente especificados en varios casos. 

LIMITES DE FUNCIONES 

4.1 Definicion Sean X y Y espacios metricos; supongamos que E cz X, f 
mapea (o aplica) E en Y y p es un punto limite de E. Escribiremos f(x) — q 
cuando x — p o 


Um f(x) =q 

x-+P 


( 1 ) 
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si existe un punto q e Y con la siguiente propiedad: Para todo e > 0 existe 
un 6 >0, tal que 

(2) d Y ( f(x), q) < £ 
para todos los puntos x e E, para los cuales 

(3) 0 < d x (x , p) < 8 . 

Los simbolos d x y d Y se refieren a las distancias en X e Y , respec- 
tivamente. 

Si X y/o y se sustituyen por la recta real, el piano complejo, o algun 
espacio euclidiano R k , las distancias d x , d Y se sustituyen por los valores ab- 
solutos, o por las normas apropiadas (ver Sec. 2.16). 

Debe observarse que p s X , pero p no necesita ser punto de E en la 
definicion anterior. Adem&s, aun si p e E> podemos tener f{p) =£ lim f(x). 

Podemos enunciar de nuevo esta definicidn, en lenguaje de limites de 
sucesiones: 

4.2 Teorema Sean X, Y, E, f, p como en la Definicion 4.1. Sera: 

(4) Hm/(x) = q 

x^p 

si y solo si 

(5) lim /(/>„) = q 

n->oo 

para toda sucesidn \p n } en E, tal que 

(6) Pn^P, lim p n =p. 

n-+ oo 

Demostracion Supongamos que se cumple (4). Elijamos \p n ] en E , 
de modo que satisfaga a (6). Sea s > 0 dado. Existe 8 > 0, tal que 
dy(f( x )>q) <fisixe£’y0< d x (x,p) < 8. Existe, ademas, un N, tal 
que n > N implica 0 < d x (p,„p) < 8 . Asi, pues, para n > N, tene- 
mos d Y (p„),q) < e, lo que demuestra que se cumple (5). 

Inversamente, supongamos que (4) es falso. Existira algun e > 0, 
tal que para todo 8 > 0 existe un punto x e E (dependiente de 6), pa¬ 
ra el cual d Y (f)x), q)> g, pero 0 < d x (x f p) < 8. Tomando 8„ = \/ n 
(n = 1, 2, 3,...), hallamos una sucesidn E que satisface a (6), para 
la cual (5) es falso. 

Corolario Si f tiene un llmite en p, este limite es unico. 


Se deduce de los Teoremas 3.2 (b) y 4.2. 
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4.3 Definicion Supongamos que tenemos dos funciones complejas, fyg, 
definidas ambas en E. Por / + g significamos la funcidn que asigna, a cada 
punto x de E el numero f(x) + g(jc)* De igual modo definimos la diferencia 
/ — g, el producto fg y el cociente f/g de las dos funciones, debiendo enten- 
derse que se define el cociente solamente en los puntos x de E , para los 
cuales g(x) =£ 0. Si / asigna a cada punto x de E el mismo numero c, se dice 
que / es una funcidn constante, o simplemente una constante, y escribimos 
/ = c. Si/y g son funciones reales y fix) > g ( x) para todo x e E, escribi- 
remos a veces / > g, por brevedad. 

De igual modo, si f y g mapean (o aplican) E en R k , definimos f 4- g y 
f • g por 


(f + g)0) = t(x) + g(x), (f • g)(x) = f(x) • g(x ); 
y si X es un numero real (\f)(A:) = \f(x). 

4.4. Teorema Supongamos que E c= X es un espacio metrico, p es un 
punto limite de E, f y g son funciones complejas de E, y 

Hm fix) = A, lim g(x) = B. 

X-*P x->p 

Sera ( a) Hm (f + g)(x) = A + B; 

(b) *lim (fg)(x) = Ati : 

X~*P 

(c) Hm (-) (x) = ^, si B # 0. 

x->p \g/ B 

Demostracion Teniendo en cuenta el Teorema 4.2, estas afirma- 
ciones se deducen inmediatamente de las propiedades analogas de las 
sucesiones (Teorema 3.3). 

Observacion Si f y g mapean E en R k (cr) continua siendo cierto y (6) se 
convierte en 

W) lim (f • g)(x) = A • B. 

x-*p 

(Comparese con el Teorema 3.4). 

FUNCIONES CONTINUAS 

4.5 Definicion Supongamos que X y Y son espacios metricos, E c X, p 
e E y que / aplica E en Y. En estas condiciones, se dice que / es continua en 
p si para cada e > 0 existe un 6 >0, tal que 

dy{f{x),f(p)) < e 

para todos los puntos x e E, para los cuales d x (x f p) < 5. 
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Si / es continua en todo punto E, se dice que / es continua en E. 

Se observara que / debe estar definida en el punto p para que sea con¬ 
tinua en p. (Comparese con la observation que sigue a la Definition 4.1.) 

Si p es un punto aislado de E, la definicion implica que toda funcion / 
que tiene a E como dominio de definicion es continua en p. Porque, si elegi- 
tnos un e > 0 cualquiera, podemos escoger b > 0, de modo que el unico 
punto x e E, para el cual dx{x,p) < b sea x = p; entonces 

d Y (f(x),f(p))=0<e. 

4.6 Teorema En las condiciones enunciadas en la Definicion 4.5, si adrni- 
timos ademas que p es un punto llmite de E, f sera continuo en p si, y solo si 

lim,-.,/(*) = f(p)- 

Demostracion Se ve facilmente si comparamos las Definiciones 4.1 
y 4.5. 

Volvamos, ahora, a la composition de funciones. Un breve resumen 
del teorema siguiente es que una funcion continua de una funcion continua, 
es continua. 

4.7 Teorema Supongamos que X, Y, Z son espacios metricos, E c X, f 
mapea E en Y, g mapea al rango de f, f(E) en Z, y h es el mapeo de E en Z 
definida por 


h(x) =g(f(x)) (x e E). 

Si f es continua en todo punto p e E y g es continua en el punto f(p), h en¬ 
tonces es continua en p. 

Esta funcion h se denomina la composicidn o funcidn compuesta de /y 
g. Se escribe comunmente 


h=gof 

Demostracion Sea e > 0 dado. Como g es continua en f(p) existe 
un tf >0, tal que 

d-Ag{y), g{f(p))) < £ si d y (y,f(p)) < tj y yef(E). 

Como / es continua en p, existe un b >0, tal que 


dy(f(x),f(p)) < n si d x (x, p) < 3 y xe E. 
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Se deduce que 


d z (h(x), KP )) = d z (g(f(x)),g(f(p))) < e 
si d x (x,p ) < 8, y x e E. Asi, pues, h es continua en p. 

4.8 Teorema Una aplicacion (o mapeo) f de un espacio metrico X en un 
espacio metrico Y es continua en X si, y solo si /“'(K) es abierto en X para 
todo conjunto abierto V en Y. 

(Las imageries inversas se definieron en la Definicion 2.2.) Esta es una 
caracterizacion muy util de la continuidad. 

Demostracion Supongamos que / es continuo en X y que V es un 
conjunto abierto en Y . Tenemos que demostrar que todo punto de 
f~ x (V) es un punto interior de /-'(K). Para ello, sea p e X y /(/?) e 
V. Como V es abierto, existe un e > ft tal que y e V si d Y (f(p),y) < 
e, y como / es continua en p y existe <5 > 0, tal que d ) (f(x)J(p )) < e 
si d x {x,p) < 8. Asi, pues, x e /~'(K) en cuanto d x (x,p) < 8. 

Inversamente, supongamos que f~ ] (V) es abierto en X para to¬ 
do conjunto abierto V en Y. Fijemos p e X y e > 0, y sea V el con¬ 
junto de todo y e Y, tal que d y (y,f(p)) < e. V sera abierto; por lo que 
/ '(K) es abierto, y, por tanto, existe un 8 >0, tal que x e / ! (K) en 
cuanto d x (p,x) < 6. Pero si x e /-‘(K), se verifica que /(x) e V, de 
modo que d } (f(x)J(p)) < e, lo que completa la demostracion. 

Corolario Una aplicacion f de un espacio metrico X en un espacio metrico 
Y es continua si y solo si f~ ] (C) es cerrado en X para cada conjunto cerrado 
C en Y. 

Esto se deduce del teorema, ya que un conjunto es cerrado si y solo si, 
su complemento es abierto, y como/ '(E) = [f X (E)\ para cada E a Y. 

Volvemos, ahora, a las funciones con valores complejos y vectoriales, 
y a las definidas en subconjuntos de R k . 

4.9 Teorema Sean f y g funciones complejas continuas en un espacio 
metrico X. f + g, fg, y f/g son continuas en X. 

En el ultimo caso, evidentemente, debemos suponer que g(x) ^ 0 para 
todo x <e X. 

Demostracion Respecto de los puntos de X no hay nada que de¬ 
mostrar. En los puntos limites, el enunciado se deduce de los Teore- 
mas 4.4 y 4.6. 
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4.10 Teorema 

(a) Sean f l9 ... 9 f k funciones reales en un espacio metrico X, y sea f 
la aplicacidn de X en R k definida por 

(7) (xeX); 

f es continua si, y solo si cada una de las funciones f ,..., f k es continua. 

( b ) Si f y g son aplicaciones continuas de X en R k , f + g y f • g son 
continuas en X . 

Las funciones f k se llaman componentes de f. Observese 

que f + g es una aplicacidn en R k , mientras que f • g es una funcion 
real en X. 

Demostracion El apartado (a) se deduce de las desigualdades 

\m-m\ ^ \m-m ={ii/.w-/ i 0')i 2 } i , 

para j = 1,..., k. El (b) se deduce de (a) y del Teorema 4.9. 

4.11 Ejemplos Si x k son las coordenadas del punto x e R k \ las 

funciones </>, definidas por 

(8) =x { (xe R k ) 

son continuas en R k , pues, la desigualdad 

I MO-My) I ^ |x-y| 

demuestra que podemos tomar 6 = e en la Definicion 4.5. A las funciones <£, 
se les llama a veces funciones coordenadas . 

Repitiendo la aplicacion del Teorema 4.9, se ve que todo monomio 


(9) x» x 'x%...x? 

en el que n x ,..., n k son enteros no negativos, es continuo en R k . Esto mismo 
es cierto para los productos de (9) por una constante, pues las constantes 
son, evidentemente, continuas. Se deduce que todo polinomio P, dado por 

(10) P(x) = Ic ni ...„ k ^ (xe R k l 

es continuo en R k . En el, los coeficientes c n{ ...„ k son numeros complejos, 
« M ..., n k son enteros no negativos, y la suma en (10) tiene un numero finito 
de terminos. 
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Ademas, toda funcion racional en x,,..., x k , esto es, todo cociente de 
dos polonomios de la forma (10), es continua en R k cuando el denominador 
es diferente de cero. 

De la desigualdad del triangulo se ve facilmente que 

(11) ||x| - |y| | ^ |x-y| (x,y e R k ). 

Por tanto, la aplicacion x — |x| es una funci6n real continua en R k . 

Si, ahora, f es una aplicaci6n continua de un espacio metrico X en R k , 
y </> est<i definida en X por </>(/?) = |f|(/?)|, se deduce por el Teorema 4.7, 
que <j> es una funcion real continua en R k . 

4.12 Observation Hemos definido la notion de continuidad para fun- 
ciones definidas en un subconjunto E de un espacio metrico X. Sin embargo, 
el complemento de E en X no juega ningun papel en estu definicion (obser- 
vese que la situation era algo diferente para los limites de funciones). En 
consecuencia, podemos descartar el complemento del dominio de definicion 
de /, lo que signifit a que podemos hablar solamente de aplicaciones conti- 
nuas de un espaci< metrico en otro, en lugar de hacerlo de aplicaciones de 
subconjuntos, cor lo cual se simplifican el enunciado y la demostracion 
de algunos teoremas. Ya hemos hecho uso de esto en los Teoremas 4.8 a 
4.10, y continuaremos haciendolo en las secciones de compacticidad y 
conexion. 

CONTINUIDAD Y COMPACTICIDAD 

4.13 Definicidn Se dice que una aplicacion f de un conjunto E en R k es 
acotada si existe un numero real M, tal que | f(x) | < M para todo x e E. 

4.14 Teorema Supongamos que f es una aplicacidn continua de un espa¬ 
cio metrico compacto X en un espacio metrico Y. f(X) sera compacto. 

Demostracion Sea [V a ] una cubierta abierta def(X). Como/es con¬ 
tinua, el Teorema 4.8 demuestra que todos los conjuntos f~ l (V a ) son 
abiertos. Como X es compacto, hay un numero finito de indices, 
a,,..., a r , tales que 

(12) fcnF.Ju-ufK). 

Como <= E, para todo E <= Y, (12) implica que 

(13) /Wc^u-uF„„. 
lo que complementa la demostracion. 
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Nota : Hemos utilizado la expresion f(f~ l (E)) c E , v&lida para E cz 
K Si ^ c A", solo podemos afirmar que f~ x (f{E)) => £ sin que, necesa- 
riamente, se cumpla la igualdad. 

Ahora. deduciremos algunas consecuencias del Teorema 4.14. 

4.15 Teorema Si f es una aplicacion continua de un espacio metrico com- 
pacto X en R k , f(X) es cerrado y acotado. Asf pues, f es acotada. 

Se deduce del Teorema 2.41. El resultado es particularmente importan- 
te cuando / es real: 

4.16 Teorema Supongamos que f es una funcion real continua en un es¬ 
pacio metrico compacto X, y 

(14) M = sup /(/?), m= inf f(p). 

peX peX 

Existen puntos p, q e X, tales que f(p) = My f(q) = m. 

La notacion utilizada en (14) significa que M es la minima cota supe¬ 
rior del conjunto de todos los numeros /(/?), cuando p tiene por rango a X , 
y m es la maxima cota inferior de este conjunto de numeros. 

Tambien puede enunciarse la conclusion como sigue: Existen puntos p 
y q en X tales que f(q) < f(x) > f(p) para todo x e X; esto es, / alcanza su 
maximo (en p) y su minimo (en < 7 ). 

Demostracion Por el Teorema 4.15, f(X) es un conjunto cerrado y 
acotado de numeros reales; por tanto, contiene a su extremo superior 
M y al inferior m (Teorema 2.28). 

4.17 Teorema Supongamos que f es una aplicacion continua 1-1 de un es¬ 
pacio metrico compacto X sobre un espacio metrico Y. La aplicacion inversa 
/-* definida en Y por 


f '(/O)) =x (xeX) 


es una aplicacion continua de Y sobre X. 

Demostracion Aplicando el Teorema 4.8 a /- 1 en lugar de /, vemos 
que basta demostrar que f(V) es un conjunto abierto en Y para todo 
conjunto abierto V en X . Fijemos un tal conjunto, V. 

El complementario V c de V es cerrado en X y, por tanto, com¬ 
pacto (Teorema 2.35), por lo cual f(V c ) es un subconjunto compacto 
de Y (Teorema 4.14) y es cerrado en Y (Teorema 2.34). Como / es 
una aplicacibn 1-1 y sobre, /(K) es el complemento de f(V c ). Por tan¬ 
to, /(K) es abierto. 
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4.18 Definicion Sea/una aplicacion de un espacio metrico X en un espa- 
cio metrico Y. Decimos que / es uniformemente continua en X si para cada e 

> 0, existe 8 > 0 tal que 

(15) d Y (f(p)J(q)) < e 

para todos los valores de p y q en X para los que d x (p,q) < 6. 

Consideremos las diferencias entre los conceptos de continuidad y con- 
tinuidad uniforme. Primeramente, la continuidad uniforme es una propiedad 
de una funcion en un conjunto, mientras que la continuidad se puede definir 
en un solo punto; y no tiene sentido la pregunta de si una funcion es unifor¬ 
memente continua en un cierto punto. Segundo, si / es continua en X, es po- 
sible hallar para cada e > 0 y cada punto p de X, un numero 5 > 0 que 
posee la propiedad enunciada en la Definici6n 4.5. Este 8 depende de s y de 
p . Pero si / es uniformemente continua en X , es posible hallar, para cada e 

> 0, un numero 8 > 0 que la cumpla para todos los puntos p de X. 

Es evidente que toda funcion uniformemente continua es continua. Del 
teorema siguiente se deduce que los dos conceptos son equivalentes en los 
conjuntos compactos. 

4.19 Teorema Sea f una aplicacion continua de un espacio metrico com- 
pacto X en un espacio metrico Y. f es uniformemente continua en X . 

Demostracion Sea e > 0 dado. Como / es continua, podemos aso- 
ciar a cada punto p e X un numero positivo <j>(p) tal que 

(16) q s X, d x (p, q) < (j)(p) implies d Y ( f(p), f(q)) <^ 

Sea J(p ) el conjunto constituido por todo q e X para el cual 

(17) d x (p,q)<i4>(p). 

Como p e J(p), la coleccion de todos los conjuntos J(p) es un re- 
cubrimiento abierto de X; y como X es compacto, hay un conjunto fi- 
nito de puntos p„ en A' tal que 

( 18 ) X^J{ Pl )v-uJ{ Pa ). 

Hacemos 

(19) S = i min [0 (a)> •••> 4>(Pn)l 

Sera: 8 > 0. (Este es un punto en que el caracter de finito del recubri- 
miento, inherente a la definicidn de compacticidad, es esencial. 
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El minimo de un conjunto finito de numeros positivos es positi¬ 
ve), mientras que el inf de un conjunto infinite de numeros positivos 
puede muy bien ser 0 .) 

Sean, ahora, p y q puntos de X tales que d x (p,q) < 6 . Por (18) 
hay un entero m, 1 < m < n> tal que p e J(p m )\ por tanto, 

( 20 ) d x (p,p m ) <±(Kp m ), 


y tenemos tambien que 

<4(<7, Pm) ^ d x (p, q) + d x (p, Pm) <5 + \4>(p m ) < <f>(p m ). 

Finalmente, (16) demuestra que, por consiguiente, 

dy(f(p)J(q)) < d Y (f(p)J(p m ])) + d Y (f(q)J(pJ) < 8. 

Lo que completa la demostracion. 

En el Ejercicio 10 se da otra demostracion. 

Procederemos, ahora, a demostrar que la compacticidad es esencial en 
las hipotesis de los Teoremas 4.14, 4.15, 4.16 y 4.19. 

4.20 Teorema Sea E un conjunto no compacto en /?'. 

(#) existe una funcion continua en E que no estd acotada ; 

(b) existe una funcidn continua y acotada en E que no tiene maximo. 
Si , ademaSy E es acotado, 

(c) existe una funcidn continua en E que es no uniformemente 
continua. 

Demostracion Supongamos primeramente que E es acotado, de 
modo que existe un punto limite x i) de E , que no es punto de E. Con- 
sideremos 

(21) f(x) = 1 (xe£). 

X Xq 


Es continua en E (Teorema 4.9) pero, evidentemente, no es acotada. 
Para ver que (21) no es uniformemente continua, sean e > 0 y <5 > 0 
arbitrarios, y elijamos un punto x e E tal que \x — x {) \ <5. Toman- 
do t suficientemente proximo a jq,, podemos hacer la diferencia |/(f) 
— f(x) | mayor que e, aunque \ t - x\ <6. Como esto es cierto para 
todo 6 > 0, / no es uniformemente continua en E. 
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La funci 6 n g dada por 


(22) ( ' €£) 

es continua en E, y acotada, pues 0 < g(x) < 1. Es claro que 

sup g(x) = 1 , 

x e E 

mientras que g(.x*) < 1 para todo x e E. Asi pues, g no tiene m&ximo 
en E. 

Habiendo demostrado el teorema para conjuntos acotados E , 
supongamos que E no es acotado. Entonces f(x) = x demuestra (a) 
mientras que 

(23) h(x)=-^— 2 (xeE) 

1 *T* X 


establece ( b ), pues 


sup h{x) = 1 

xbE 

y h(x) < 1 para todo x e E. 

La afirmacion (c) seria falsa si se suprimiera la acotabilidad de 
la hipdtesis. Porque, si E es el conjunto de todos los enteros, toda 
funcibn definida en el es uniformemente continua en E. Para verlo, 
basta tomar 5 < 1 en la Definicibn 4.18. 

Concluimos esta seccion demostrando que la compacticidad es tambien 
esencial en el Teorema 4.17. 

4.21 Ejemplo Sea X el intervalo semi-abierto [0,27r) en la recta real, y f la 
aplicacion de X sobre el circulo Y constituido por todos los puntos cuya dis- 
tancia al origen es 1, dados por 

(24) f(0 = (cos t , sen t) (0 < t < In), 

La continuidad de las funciones trigonometricas coseno y seno, tanto como 
sus propiedades de periodicidad, se demostrar&n en el capitulo 8 . Admitien- 
dolas, es facil ver que f es una aplicacibn continua 1-1 de A" sobre Y. 

Sin embargo, la aplicacion inversa (que existe, pues f es 1-1 y sobre) 
deja de ser continua en el punto (1,0) = f(0). Ciertamente, X no es compac- 
to en este ejemplo. (Puede ser interesante observar que f 1 deja de ser conti¬ 
nua ;a pesar del hecho de ser Y compacto!) 
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CONTINUIDAD Y CONEXIBILIDAD 

4.22 Teorema Si f es una aplicacidn continua de un espacio metrico X en 
un espacio metrico Y, y si E es un subconjunto conexo de X, entonces f(E) 
es conexo. 

Demostracion Supongase por ei contrario, que f(E) — A I u B, en 
donde A y B son subconjuntos separados no vados de Y. 

Si se hace G = E n f~ l (A) H = E n 
Entonces E = G u //, y ni G ni H son vados. 

Debido a que A c A (la cerradura de A), se tiene que G 
f~ x (A ); el ultimo conjunto es cerrado, porque/es continua; de aqui 
que G c f~ x (A). Y se obtiene/(G) c A Como/(//) = 5 y A n 
5 es vacio, se puede concluir que GnHes vacio. 

El mismo argumento muestra que G n //es vacio. Por lo tanto 
G y H son separados. Esto es imposible si E es conexo. 

4.23 Teorema Sea f una funcidn real continua en el intervalo [a t b\. Si 
f(a) < f(b) y c es un numero tal que f(a) < c < /(6), existe un punto x e 
( a,b) tal que f(x) = c. 

Evidentemente, se mantiene un resultado similar si f(a) > f(b). 
Hablando vulgarmente, el teorema expresa que una funcidn real continua 
adopta en un intervalo todos los valores intermedios. 

Demostracion Por el Teorema 2.47, [a,b] es conexo; por tanto, el 
Teorema 4.22 demuestra que f([a,b ]) es un subconjunto conexo de 
R\ y la afirmacion queda demostrada si consideramos nuevamente el 
Teorema 2.47. 

4.24 Observacion A primera vista, puede parecer que el Teorema 4.23 
tiene un reciproco. Esto es, puede pensarse que si para cada par de puntos x l 
< Xz y para todo numero c comprendido entre f(x x ) y /( x 2 ), hay un punto x 
en (x, ,^) tal que /(x) = c, f debe ser continua. 

Que esto no es asi, puede deducirse del Ejemplo 4.27 (d). 

DISCONTINUIDADES 

Si x es un punto en el dominio de definicidn de la funcion /, en el cual esta 
no es continua, decimos que/es discontinua en x, o que / tiene una disconti - 
nuidad en x. Si x esta definida en un intervalo o en un segmento, se suelen 
distinguir dos tipos de discontinuidades. Antes de dar esta clasificacion, te- 
nemos que definir los limites por la derecha y por la izquierda de / en x, que 
representaremos por /(x +) y /(x —), respectivamente. 
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4.25 Definicion Supongamos/definida en ( a,b ). Consideremos todo pun- 
to x tal que a < x < b. Escribiremos 

/(x+) — q 

si /( 4 ) — q cuando n — oo, para todas las sucesiones { 4 } en ( x,b ) tales que 
4 — x. Para obtener la definicion de f(x —), para a < x < b, nos limita- 
mos a las sucesiones { 4 } en ( a,x ). 

Es claro que en cada punto x de (a, b) 9 existe lim f(t ) si, y solo si 

t-+x 


f(x+) =/(*-) = lim/(f). 

t~*x 

4.26 Definicion Supongamos / definida en (a, 6 ). Si/es discontinua en el 
punto x y existe /(x+) y /(x—) se dice que / tiene una discontinuidad de pri- 
mera clase o una discontinuidad simple, en x. De otro modo, se dice que la 
discontinuidad es de segunda clase . 

Hay dos formas en que la funcibn puede tener una discontinuidad 
simple: o/(x+) * /(x-) [en cuyo caso el valor de/(x) carece de interes] o 
/(*+) = Ax-) * /(x). 

4.27 Ejemplos 

(a) Definamos 

f( . _ 1 1 (x racional), 

J\x) - |q i rrac j ona i) 

En estas condiciones, / tiene una discontinuidad de segunda cla¬ 
se en cada punto x, pues no existen /(x+), ni /(x—). 

( b ) Definamos 


f( v _ [x (x racional), 

Jyx) — |q ( x i rr acional). 

/ es continua enx = 0 y tiene una discontinuidad de segunda 
clase en todos los demas puntos. 

(c) Definamos 


|x + 2 

fix) = | -x - 2 

(x + 2 


(-3 <x< -2), 
(— 2 ^ x < 0), 

(0 < x < 1). 


/ tiene una discontinuidad simple en x = 0 y es continua en to- 
do otro punto de (— 3,1). 
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id) Definamos 

{ sen- (x # 0 ), 

0 (x = 0). 

Como no existe /(0 + ) ni /(0-), / tiene una discontinuidad de 
segunda clase en x = 0. Todavia no hemos demostrado que sen x es 
una funcion continua. Si lo suponemos de momento, el Teorema 4.7 
implica que / es continua en todo punto x =£ 0 . 

FUNCIONES MONOTONAS 

Estudiaremos, ahora, las funciones que no decrecen nunca (o no crecen) en 
un segmento dado. 

4.28 Definicion Sea/un ntimero real en ( a,b ). Se dice que/es mondtona 
creciente en (a,b) si a < x < y < b implica/(x) < /O'). Si se invierte la ul¬ 
tima desigualdad, obtenemos la definicion de funcibn mondtona decreciente . 
La clase de las funciones monotonas esta constituida por las crecientes y las 
decrecientes. 

4.29 Teorema Sea f mondtona creciente en (a,b ). Existen f(x+) y f(x —) 
en todo punto x de (a, b). Mas preciso : 

(25) sup f{t ) = fix - ) < fix) </(x+) = inf fit). 

a<t<x x<t<b 

Ademas, si a < x < y < b, sera 

(26) fix+) <.fiy—). 

Evidentemente, resultados analogos se cumplen para las funciones mo- 
ndtonas decrecientes. 

Demostracion Por hipbtesis, el conjunto de numeros /(/)> donde a 
< t < x esta acotado superiormente por el numero/(x), y por tanto 
tiene una minima cota superior que llamaremos A . Evidentemente A 
< f(x). Tenemos que demostrar que A = fix—). 

Sea e > 0 prefijado. De la definicion de A como minima cota 
superior se deduce que existe b > 0 tal que a < x — b < x, y 

(27) A - 8 <f(x — 5) < A. 

Como / es monotono, tenemos 


(28) 


fix — d) < f(t) < A ix — d < t < x). 
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Combinando (27) y (28), vemos que 

|/(0 — A\ < e (x — 6 < t < x). 

Por tanto, f(x—) = A . 

La segunda mitad de (25) se demuestra de igual modo. 
Continuando, si a < x < y < b> de (25) vemos que 

(29) /(*+) = inf = inf /(0- 

x<t<b x<t<y 

La ultima igualdad se obtiene aplicando (25) a (a,>0 en lugar de (a, b). 
De igual modo, 

(30) /O'-) = sup /(0 = sup /(/). 

x<f<y 

La comparacion de (29) y (30) da (26). 

Corolario Las funciones monotonas no tienen discontinuidad de segunda 
clase. 


Este corolario implica que toda funcion mondtona es discontinua a lo 
m&s en un conjunto numerable de puntos. En lugar de recurrir al teorema 
general, cuya demostracion se expone en el Ejercicio 17, damos aqui una de- 
mostracibn sencilla, aplicable a las funciones monbtonas. 

4,30 Teorema Sea f mondtona en (a,b). El conjunto de puntos de ( a,b ) 
en los que f es discontinua es a lo sumo numerable . 

Demostracion Supongamos, para concretar, que / es creciente y sea 
E el conjunto de puntos en los que / es discontinua. 

Con cada punto x de E , asociamos un numero racional r(x) tal 
que 


/(*-) < r(x) </(*+)• 

Como x { < x 2 implica f(x x +) < f(x 2 -), vemos que r(x x ) ^ r(x 2 ) si 
X\ ^ x 2 . 

Hemos establecido, asi una correspondencia 1-1 entre el conjun¬ 
to E y un subconjunto del conjunto de numeros racionales. Este ulti¬ 
mo, como sabemos, es numerable. 

4.31 Observacion Se habra notado que las discontinuidades de una fun- 
ci 6 n mondtona no son necesariamente aisladas. De hecho, dado un subcon¬ 
junto numerable cualquiera E de ( a,b ) que puede incluso ser denso, pode- 
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mos construir una funcidn /, mon6tona en (a, b) discontinua en todo punto 
de E, y en ningun otro punto de (a, b). 

Para demostrarlo, supongamos los puntos de E ordenados en una su- 
cesidn [x„], n = 1, 2, 3,... Sea [c„] una sucesion de numeros positivos tal 
que Ec n converge. Definamos 

(31) /(*)=■ I A (a<x<b). 

X„<X 

debiendo entenderse la suma como sigue: se suman los terminos con indices 
n para los cuales x n < x. Si no hay puntos x n a la izquierda de x , la suma es 
vacia, y siguiendo el convenio usual, diremos que es cero. Como (31) conver¬ 
ge absolutamente, carece de importancia el orden en que est&n colocados los 
terminos. 

Dejamos al lector la comprobacibn de las siguientes propiedades de /: 

( 0 ) / es monotona creciente en (a,b); 

( b) f es discontinua en todo punto de E ; en realidad, 

f(x„ + ) -/(*„-) =C„. 

(c) f es continua en cualquier otro punto de (a, b). 

Ademas, no es dificil ver que f(x—) = f(x) en todos los puntos de 
{a,b). Si una funcion satisface esta condicidn, decimos que/es continua por 
la izquierda. Si se hubiera tornado la suma en (31) para todos los indices n 
para los que x„ < x, hubieramos tenido f(x+) = f(x) en todo punto de 
(a,b), esto es, / hubiera sido continua por la derecha. 

Pueden definirse tambien funciones de este tipo por otro metodo; co¬ 
mo ejemplp, nos referimos al Teorema 6.16. 

LIMITES INFIN1TOS Y LlMITES EN EL INFINITO 

Para poder operar en el sistema ampliado de los numeros reales, ampliare- 
mos el alcance de la Definicidn 4.1, volviendola a enunciar en terminos de 
vecindades. 

Para todo numero real x, hemos definido ya una vecindad de x como 
un segmento (x — 8, x + 8). 

4.32 Definicidn Para todo numero real c, el conjunto de los numeros rea¬ 
les x tales que x > c, se dice que es una vecindad de + oo y se escribe 
(x, + oo). Del mismo modo, el conjunto (-oo,c) es una vecindad de - oo. 

4.33 Definicidn Supongamos / una funcion real definida en E. Decimos 
que 
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fit)-* A si t^x, 

donde A y x pertenecen al sistema ampliado de numeros reales, si por cada 
vecindad U de A existe una vecindad V de x tal que V n E es no vacio, y 
que f{t) e U para todo t e V n E, t & x. 

Facilmente se ve que esto coincide con la Definicion 4.1 cuando A y x 
son reales. 

Tambien es cierto el an&logo al Teorema 4.4, y la demostracion no 
contiene nada nuevo. Lo enunciamos para constancia. 

4.34 Teorema Supongamos f y g definidas en E. Supongamos 

g(t)-+B sit->x. 

Sera: 

(a) f(t)-+ A' implica A' = A. 

(b) (f+g)(t)^A + B, 

(c) (fg)(t)-*AB, 
id) (flg)(t ) -* AjB, 

siempre que esten definidos los segundos miembros de ( b ); (c) y (d). 

Observese que no estan definidos oo - oo;0 - oo; 00 / 00 y A/0 (ver la 
Definicion 1.23). 

EJERCICIOS 

1. Supongase que / es una funcion real definida sobre R ] que ademas satisface la 
condicion 


lim [f(x -f h) —f(x — A)] = 0 

para cada x e R ] . ^Lo anterior implica que / es continua? 

2. Si / es un mapeo continuo de un espacio metrico X en un espacio metrico Y f de- 
mostrar que 

m ^7(E) 

para cada conjunto E c X. (E denota la cerradura de E .) Por medio de un 
ejemplo, mostrar que f(E) puede ser un subconjunto propio de /(£). 

3. Sea / una funcion real continua sobre un espacio metrico X. Sea Z(f) (el conjun¬ 
to cero de f) el conjunto de todos los p e X en los que f(p) = 0. Demostrar que 
Z{f) es cerrado. 

4. Sean f y g aplicaciones continuas de un espacio metrico X en otro espacio metri¬ 
co Y y y E un subconjunto denso de X. Demostrar que f(E) es denso en f(X). Si 
ademas g(p) - f(p ) para todo p e E y demuestrese que g(p) = f(p) para todo p 



106 PRINCIPIOS DE ANAL1S1S MATEMAT1CO 


eX. (Dicho de otro modo, una aplicacibn continua se determina por medio de 
sus valores sobre un subconjunto denso de su dominio.) 

5. Si / es una funcibn real continua definida en un conjunto cerrado E c R\ de- 
mostrar que existen funciones reales continuas g en R l tales que g(jc) = f(x) pa¬ 
ra todo x e E. (A tales funciones se les llama extensiones continuas de /, de E a 
R l .) Demostrar que el resultado es falso si se omite la palabra «cerrado». 
Ampliar el resultado a las funciones con valores vectoriales. Sugerencia: Suponer 
que la grafica de g es una recta en cada segmento de los que constituyen el 
complemento de E (comparar con el Ejer. 29, Cap. 2). El resultado permanece 
cierto si se sustituye R l por un espacio metrico, pero la demostracion no es tan 
sencilla. 

6. Si / esta definida en E , su grafica es el conjunto de los puntos (*,/(*)), para x 
eE. En particular, si E es el conjunto de los numeros reales y / tiene valores rea¬ 
les, la grafica de / es un subconjunto del piano. 

Suponiendo que E es compacto, demostrar que / es continua en E si, y solo 
si su grafica es compacta. 

7. Si E c X y /es una funcibn definida en X , la restriction de/a £ es la funcibn g 
cuyo dominio de definicibn es £, tal que g(p) = f(p) para p e E. Definir / y 
g en R 2 por: /(0,0) = g(0,0) = 0, f(x,y) = xy 2 /(x 2 4- y 4 ), g{x,y) = xy 2 /(x 2 + 
+ y 6 ) si (x,y) * (0,0). Demostrar que /es acotada en R 2 y que g es no acotada en 
cualquier vecindad de (0,0) y que / no es continua en (0,0); y sin embargo las 
restricciones de/y de g a cada recta en R 2 son continuas. 

8. Sea / una funcibn real uniformemente continua en el conjunto acotado E en R l . 
Demostrar que / es acotada en E. 

Demostrar que la conclusion es falsa si se omite de la hipotesis el caracter 
de acotado de E. 

9. Mostrar que en terminos de diametros de conjuntos, el requisito de la definicion 
de la continuidad uniforme puede volverse a enunciar de la manera siguiente: pa¬ 
ra cada e > 0 existe un 5 > 0 tal que diam f(E) < e para todo E <=. X con 
diam E < 5. 

10. Completar los detalles de la siguiente demostracion alternativa del Teorema 4.19: 
si / no es uniformemente continua, entonces para alguna e > 0 hay sucesiones 
I P n \, \Q n \ en x tales Q ue dx(Pn>4n) - 0, pero d Y (f(jp n ) y f(q n ) > e. Usar el Teore¬ 
ma 2.37 para llqgar a una contradiccion. 

11. Supongase que / es un mapeo uniformemente continuo de un espacio metrico X 
en un espacio metrico Y y demuestrese que {/(*„)) es una sucesion de Cauchy en 
Y para cada sucesion de Cauchy \x n \ en X. Usar este resultado para dar una de- 
mostracion alternativa del teorema establecido en el Ejercicio 13. 

12. Una funcibn uniformemente continua de una funcibn uniformemente continua es 
uniformemente continua. 

Establecer lo anterior con mas precision y demostrarlo. 

13. Sea E un subconjunto denso de un espacio metrico X y y sea / una funcibn real- 
uniformemente continua definida sobre E. Demostrar que / tiene una extension 
continua de E a X (para terminologia vease el Ejercicio 5). (La unicidad se dedu- 
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ce del Ejercicio 4.) Sugerencia : para cada p e X y cada entero positivo n , sea 
V n (p ) el conjunto de todos los q e E con d(p,q) < \/n. Usar el Ejercicio 9 para 
mostrar que la intersection de las cerraduras de los conjuntos /(F,(p)),/(K 2 (p)), 
consiste de un solo punto, por ejemplo g(p ), de P 1 . Demostrar que la funcion g 
asi definida sobre X es la extensibn de / deseada. 

^Puede reemplazarse el espacio rango P 1 por R k l ^Por cualquier espacio 
metrico compacto? <,Por cualquier espacio metrico completo? *,Por cualquier es¬ 
pacio metrico? 

14. Sea / = [0,1] el intervalo cerrado unitario. Supongase que/es un mapeo conti- 
nuo de / en /. Demostrar que f(x) = x para al menos un jc e /. 

15. Un mapeo de A" en Y se dice que es abierto si f(V) es un conjunto abierto en Y 
siempre que V es un conjunto abierto en X 

Demostrar que cada mapeo abierto continuo de P‘ en R { es monotono. 

16. Representemos por [x] el mayor entero contenido en x, esto es, [x] es el entero 
tal que x — 1 < [x] < x, y llamemos (x) = x - [x] a la parte fraccionaria de x. 
iQ ue discontinuidades tendran las funciones [x] y (x)? 

17 Sea/una funcion real definida en ( a,b ). Demostrar que el conjunto de puntos en 
el que / tiene una discontinuidad simple es a lo sumo numerable. Sugerencia: Sea 
E el conjunto en el cual / (x-) < /(x + ). Con cada punto x de E se asocia una 
terna (p,q,r) de numeros racionales tales que 

(a) f(x ) < p < /(x+), 

(b) a < q < t < x implica f(t ) < p, 

(c) x < t < r < b implica /(/) > p. 

El conjunto formado por tales ternas es numerable. Demostrar que cada terna es- 
ta asociada con, a lo sumo, un punto de E. Operar en igual forma con los otros 
tipos posibles de discontinuidades simples. 

18. Todo numero racional x puede estar escrito en la forma x — m/n, de donde, n 

> 0, y m y n son enteros sin ningun divisor comun. Cuando x = 0, tomamos 

n ~ 1. Considerar la funcion / definida en P 1 por 

(0 (x irracional), 



Demostrar que/es continua en todo punto irracional, y tiene una discontinuidad 
simple en todo punto racional. 

19. Supongase que / es una funcion real con dominio P 1 , y que tiene la propiedad 
del valor intermedio: Si f(a) < c < f(b ), entonces /(x) = c para algun x entre 
a y b. 

Supbngase tambien que, para cada racional r, el conjunto de todos los x 
con /(x) = r es cerrado. 

Demostrar que / es continua. 

Sugerencia : Si x n x 0 , pero f(x n ) > r > /(x^) para algun r y todo n f en¬ 
tonces f(( n ) = r para algun t n entre x^ y x h ; de aqui t n -> x^. Encontrar una 
contradiccion. (N.J. Fine, Amer . Math. Monthly , vol. 73, 1966, p. 782.) 
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20. Si E es un subconjunto que no es vacio de un espacio metrico X, se define la dis- 
tancia de x € X a E por medio de 

pAx) = inf d(x, z). 

xmB 

(a) Demostrar que p E (x ) = 0 si y solo si x e £. 

(b) Demostrar que p E es una funcibn uniformemente continua en X, mostrando 
primero que 

I pAx) — pAy) | ^ d(x, y) 

para todo x e X, y e X. 

Sugerencia: p E (x) < d (x, z ) £ d (x,y) + d(y,z), de modo que 
pAx)^d(x,y) + p Ay). 

21. Suponer que K y Fson conjuntos ajenos en un espacio metrico X , es compacto 

y F cerrado. Demostrar que existe 6 > 0 tal que d(p,q) >5 si ptKyqeF. 
Sugerencia : es una funcion positiva continua en K. 

Demostrar que la conclusion puede ser falsa para dos conjuntos cerrados 
ajenos si ninguno de ellos es compacto. 

22. Sean A y B conjuntos cerrados no vacios, ajenos, en un espacio metrico X. Definir 


/(/>) = 


Pa(j>) + P Aj>) 


(peX). 


Demostrar que / es una funcion continua en X cuyo rango est& en [0,1], que 
fip ), = 0 precisamente en A y Up) = 1 precisamente en B. Esto establece un in- 
verso del Ejercicio 10: todo conjunto cerrado A c X es Z{f) para alguna / real 
continua en X. Poniendo 


k =/-*([0,i)), ^=/'H(U]), 


demostrar que V y W son abiertos y ajenos y que A <=. V y B c W. (Asi, 
los pares de conjuntos cerrados ajenos en un espacio metrico, pueden ser recu- 
biertos por pares de conjuntos abiertos ajenos. Esta propiedad de los espacios 
metricos se llama normalidad.) 

23. Se dice que una funcibn de valores reales / definida en (a, b) es convexa si 
RXx + (1- X)y)^Xf(x) + (1- X)f(y) 

siempre a < x < b, a < y < b, 0 < A < 1 . Demostrar que cada funcion convexa 
es continua. Demostrar despues que cada funcibn convexa creciente de una fun¬ 
cion convexa es^onvexa. (Por ejemplo, si / es convexa, tambien lo es e f .) 

Si /es convexa en (a t b) y si a < s < t < u < b, mostrar que 


m -/w ^ m-ns) ^ m-m 
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24. Aceptar que / es una funcion real continua definida en ( a,b) y tal que 

para todo x, y e ( a,b ). Demostrar entonces que / es convexa. 

25. Si A cz R A y B c R k , se define A + B como el con junto de todas las sumas x 
4- y con x e A, y e B. 

(a) Si K es compacto y C es cerrado en R k , demostrar que K + C es cerrado. 

Sugerencia: Tomar z <jf K + C, y hacer que F = z - C represente al con- 
junto de todos los z - y con ye C. Entonces K y F son ajenos. Escojase 6 como 
en el Ejercicio 21. Mostrar finalmente que la bola abierta con centro en z y radio 
6 no interseca K 4- C. 

(b) Sea a un numero real irracional, C l el conjunto de todos los enteros, y sea 
C 2 el conjunto de todos los not con a e C,. Mostrar que C, y C 2 son subconjun- 
tos cerrados de R ] cuya suma C, 4- C 2 no es cerrada, mostrando primero que C, 
4- C 2 es un subconjunto denso numerable de R x . 

26. Supongase que X, V, Z son espacios metricos, y que Y es compacto. Sea / una 
funcion que mapea A" en K, y g un mapeo uno-a-uno continuo que aplica Y en 
Z, y hagase h(x) = g(f(x)) para x e X. 

Demostrar que / es uniformemente continuo si h es uniformemente 
continuo. 

Sugerencia: g~ l tiene un dominio compacto g(Y ), y Ax) = g~ ] (h(x)). 
Demostrar tambi^n que / es continuo si h es continuo. 

Mostrar (modificando el Ejemplo 4.21. o encontrando un ejemplo diferen- 
te) que la compacticidad de Y no se puede omitir de la hipbtesis, inclusive cuan- 
do X y Z son compactos. 
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En este capitulo (excepto en la secci6n final) limitaremos nuestra atencion a 
las funciones reales definidas en intervalos o segmentos, no solo por motivos 
de comodidad, sino porque cuando pasamos de las funciones reales a las de 
valores vectoriales, aparecen notables diferencias. La diferenciacion de fun¬ 
ciones definidas en R k se tratara en el capitulo 9. 

DERIVADA DE UNA FUNCION REAL 

5.1 Definition Supongamos f definida (y con valores reales) en [a,b]. Pa¬ 
ra cada x e [a,b] y formemos el cociente 

(1) m= — t ( a<t<b,t*x ), 

y definamos 

(2) /'(*) - lim <t>(t). 


con la condici6n de que exista este limite, de acuerdo con la Definicion 4.1. 

Asl, asociamos a la funcion / una funcion /', cuyo dominio de defini- 
ci6n es el conjunto de los puntos x en los que existe (2); a f se le llama deri- 
vada de /. 
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Si /' esta definida en un punto x, decimos que / es diferenciable en x. 
Si /' esta definida en todos los puntos de un eonjunto E cz [a,b], de¬ 
cimos que / es diferenciable en E. 

Es posible considerar en (2) Hmites por la derecha y por la izquierda; lo 
que conduce a la definition de derivadas por la derecha y por la izquierda. 
En particular, en los puntos limites a y 6, la derivada sera, si existe una deri- 
vada por la derecha, o por la izquierda, respectivamente. Sin embargo no es- 
tudiaremos este tipo de derivadas con detalle. 

Si / est& definida en un segmento ( a,b ) y a < x < b, f'(x) esta defini¬ 
da por las (1) y (2) anteriores, pero en este caso no estan definidas f'(a) y 
fib). 

5.2 Teorema Supongamos f definida en [a,b]. Si f es diferenciable en un 
punto x € [a,b], es continua en x. 

Demostracion Cuando t — x, por el Teorema 4.4, tenemos 

m -m = f(t y ~ ~ ~ (t ~ x) " r(x) ' 0 = °- 


El reciproco de este teorema no es cierto. Es facil construir funciones 
continuas que dejan de ser diferenciables en puntos aislados. En el capitulo 7 
incluso nos encontraremos con una funcion que es continua en toda la recta, 
sin ser diferenciable en ningun punto. 


5.3 Teorema Supongamos que f y g estan definidas en [a,b ] y son dife¬ 
renciables en un punto x e [a,b], f + g; fg, y f/g son diferenciables en x, y 

0a) (f + g)'(x)=f'(x)+g'(x); 

(P) (fg)’(x) =f(x)g(x) +f(x)g'(x); 

, , /f\' __ six)fix) - g'(x)f(x) 

(c) \l) (x) - 


En (c) se supone, evidentemente, que g(x) ^ 0. 

Demostracion (a) se ve claramente por el Teorema 4.4. Sea h = fg . 
Sera 


h{t) - h(x) =f(t)[g(t) -g(x)] +g(x)[f(t) -fix)]. 

Si dividimos esta expresion por t - x y observamos que fit) — fix) 
cuando t — x (Teorema 5.2), se deduce (b). Sea, ahora h = f/g. Sera 
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KO - kjx) 
t-x 


1 


g(t)g(x) 


f s(x /J!hJW 


t-x 


Suponiendo que t — x, y aplicando los Teoremas 4.4 y 5.2, obte- 
nemos (c). 


5.4 Ejemplos Se ve facilmente que la derivada de una constante es cero. 
Si /esta definida por fix) = x, fix) = 1. Repitiendo la aplicacion de ( b ) y 
(c) se ve que x" es diferenciable, y que su derivada es nx"~' para todo entero 
n (si n < 0 debemos limitarnos a x * 0). Asi, todo polinomio es diferen¬ 
ciable, y lo mismo sucede con las funciones racionales, excepto en los puntos 
en que el denominador es cero. 

El teorema siguiente se conoce como «regia de la cadena» de la dife- 
renciadon. En el capitulo 9 encontraremos versiones mas generales.(*) 


5.5 Teorema Supongamos que f es continua en [a,b ], existe f(x) en al- 
gun punto x e [a,b], g esta definida en un intervalo I que contiene el rango 
de f, y g es diferenciable en el punto f{x). Si 

h(t) =g(f(t)) (a^tzb), 


h es diferenciable en x, y 

(3) h'(x)=g'(f(x))f(x). 

Demostracibn Sea y = fix). Por la definicion de derivada, tenemos 

(4) fit) -fix) = (t - x)[f\x) + «(*)], 

(5) -g(y) = (s- y)[g'(y) + v(s)], 

donde t e [a,b]\ s e /, y u(t) — 0 cuando t — x, v(s) — 0 si s — y. 
Sea s = f{t). Aplicando primeramente (5) y a continuacion (4), 
obtenemos 


h(t)-h(x) = g(f(t))-g(f(x)) 

= Uit) -fix)] • [g'iy) + v(j)] 

= it~x)- L fix.) + uit)] ■ [g'iy) + v(r)], 


(6 ) hif)_J£c) = [g>M + y(j)] . [fl(x) + M(0] 


(*) Se refiere a la diferenciaci6n de funciones compuestas y es probable que sea el teorema m&s 
importante referente a las derivadas. 
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Suponiendo que t — x 9 vanos que s — y, por la cootinuidad de /, asi 
que el segundo miembro de (6) tiende a g'(y)f '(x), to que da (3). 


5.6 Ejemplos 

(a) Sea /, una funcion definida por 


(7) 


/(*) = 


x sen - 
x 


(x*0l 


(X = 0 ). 


Admitiendo que ia derivada de sen x es cos x (esfcudiaiemos las 
funciones trigoixxmetri* as en el Cap. 8), pode nos apikar los Teore- 
mas 5.3 y 5.5 cuaud o x * 0, y obtendremos 


( 8 ) 


f'(x) — sen-cos — 

XX X 


ix # o>. 


Para x = 0 estos teoremas no pueden aplicarse, pues, \ /x no esta dc- 
finido, y recurriremos directamente a la definicion: para I ^ 0. 

fit)-A0 ) „i 

-—— = sen -. 


Para t — 0, esta expresi6n no tiende a ningun Jimite, de modo que 
/'(0) no existe. 

(b) Supongamos / definida por 


(9) 


/(*)- 


' 2 i 

x sen— 
x 

0 


(•X = 0 ), 


Como anteriormente, obtenemos 


( 10 ) 


fix) = 2x sen-cos - 

X X 




En at = 0, recurrimos a la definition, y obtenemos 


m -/(o) 

r-0 ' 


1 

isen- 




0 # 0 ); 


suponiendo t — 0, vemos que 


01) 


AO) = o. 
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Asi, pues, / es diferenciable en todos los puntos x, pero/' no es 
una funcion continua, pues, cos (1/x) en (10), no tiende a un limite 
cuando x — 0. 

TEOREMAS DEL VALOR MEDIO 

5.7 Definition Sea / una funcion real definida en un espacio metrico X. 
Decimos que / tiene un maximo local en un punto p e X, si existe <5 > 0, tal 
que f(q) < f{p) para todo q e X, tal que d(p,q) < 6. 

Del mismo modo se definen los minimos locales. 

El proximo teorema es la base de muchas aplicaciones de la dife- 
renciacion. 

5.8 Teorema Supongamos f definida en [ a,b ]; si tiene un maximo local en 
un punto x e (a, b), y existe f'(x), es f'(x) — 0. 

El enunciado analogo para los minimos locales, es tambien cierto. 

Demostracion Elijamos <5 de acuerdo con la Definicidn 5.7, de modo 
que 


a<x — 5<x<x + S<b. 

Si x — d < t < x, sera 

m 

t — X 

Suponiendo t — x, vemos que/'(x) > 0. 

Si x < t < x + 6, sera 

M^<0, 

t - X 

lo que demuestra que /'(x) < 0. De aqui que /'(x) = 0. 

5.9 Teorema Si f y g son funciones reales continuas en [a,b] diferen- 
ciables en ( a f b ), existe un punto x e ( a,b ), en el cual 

U(b) -f(a)]g'(x) = [g(b) - g(a)]f'(x). 

Observese que no es necesaria la diferenciabilidad en los extremos. 

Demostracion Hagamos 

hit) = U(b) -f(a)]g(t) - [g(b) - g(a)]f(t) (a < t < b). 
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h es continua en [a,b], diferenciable en ( a,b ) y 

(12) h(a) —f(b)g(a) -f(a)g(b) = h(b). 

Para demostrar el teorema, debemos ver que h'(x) = 0 para algun x 
e (a,b). 

Si h es constante, se cumple para todo x e ( a,b ). Si h(t) > 
h(a) para algun t e ( a,b ), sea x un punto de [a,b] en el que h alcanza 
su m^ximo (Teorema 4.16). Por (12), x e ( a,b ) y el Teorema 5.8 de- 
muestra que h'(x) = 0. Si h(t) < h(a) para algun t e ( a,b ), se aplica 
el mismo argumento, eligiendo para x un punto de [a,b] en el que h 
alcanza su minimo. 

A este teorema se le llama a veces teorema generalizado del valor me¬ 
dio; al siguiente caso especial suele llamarsele «el» teorema del valor medio. 

5.10 Teorema Si f es una funcion real continua en [ a,b ], que es diferen¬ 
ciable en ( a,b ), existe un punto x e ( a,b) 9 en el cual 

f(b ) ~f(a) = (b- a) f{x). 

Demostracion Hacer g(x) = x en el Teorema 5.9. 

5.11 Teorema Suponiendo f diferenciable en ( a,b ). 

(a) Si /'(x) > 0 para todo x e (a,b), f es monotona creciente. 

(b ) Si f'(x) = 0 para todo x e (a,b), f es constante. 

(c) Si f'(x) < 0 para todo x e ( a,b ), / es monotona decreciente. 

Demostracion Todas las conclusiones se pueden extraer de la 
ecuacion 


f(x 2 ) -/{Xt) = (x 2 - xjf'ix), 

que es valida para cada par de numeros x,, de ( a f b ), para algun x 

entre x, y x^. 

CONTINUIDAD DE LAS DERIVADAS 

Hemos visto [Ejemplo 5.6(Z?)] que una funcion / puede tener una derivada 
/', que existe en todo punto, pero es discontinua en alguno de ellos, pero no 
toda funcion es una derivada. En particular, las derivadas que existen en to- 
dos los puntos de un intervalo tienen una propiedad importante en comun 
con las funciones continuas en un intervalo: adoptan los valores intermedios 
(comparese con el Teorema 4.23). El enunciado preciso es el siguiente: 
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5.12 Teorema Supongamos que f es una funcidn real diferenciable en 
[a,Z>] y que f'{a) < X < /'(£)* Existe un punto x e (a,b} 9 tal que f'ix) = X. 

Un resuitado similar se cumple, evidentemente, si /'(a) > f'(b). 

Demostraci6n Hagase g(t) = f(t) — \t. Entonces g'(a) < 0, de 
manera que g(f,) < g(a) para algun t x e (a,b) 9 y g'(b) > 0, asi que 
g(4) < g(b) para algun 4 g (a,b). Por consiguiente, g alcanza su 
minimo sobre [<*,&! (Teorema 4.16) en algun punto x tal que a < x < 
b. Entonces por el Teorema 5.8, g'(x) = 0. Es por esto que f(x) = X. 

Corolario Si f es diferenciable en [a,b], f' no puede tener en [a,b ] ninguna 
discontinuidad simple . 

Pero /' puede muy bien tener discontinuidad de segunda clase. 

REGLA DE L’HOSPITAL 

El siguiente teorema es util, con frecuencia, para el calculo de limites. 

5.13 Teorema Supongamos que f y g son reales y diferenciables en (a,b), y 
g'(x) ^ 0 para todo x e (a, b), donde — oo<a<£< + oo. Supongamos 

(13) si x~+a. 

g(x) 

Si 

(14) f(x) -► 0 y g(x) -» 0 cuando x-+a, 
o si 

(15) gC*)-*+oo cuando x-+a, 
sera 

f(x) 

(16) - >A cuando x->a. 

8(x) 

Igualmente es cierto el enunciado analogo, si x — b o si g(x) — - 00 
en (15). Hacemos notar que utilizamos el concepto de limite en el sentido 
amplio de la Definicion 4.33. 

Demostraci6n Consideramos primeramente el caso de ser - 00 < A 
< + 00 . Elijamos un numero real q , tal que A < q y un r, tal que 
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A < r < q. For (13), existe un punto c e ( a,b ), tal que a < x < c 
implica 


(17) 


g'(x) 


r. 


Si a < x < y < c, el Teorema 5.9 demuestra que hay un punto t e 
(ar,y), tal que 


(18) 


m-m m 

six )-«(y) g \0 T ' 


Supongamos que se cumple (14). Considerando en (18) que x — 
a, vemos que 


(19) -r-r <q ( a<y<c ). 


Supongamos, ahora, que se cumple (15). Conservando y fijo en 
(18), podemos elegir un punto c, e (a,y), tal que g(x) > g(y) y g(x) 
> 0 si a < x < c,. Multiplicando (18) por [g(x) — g(y)]/g(x), 
obtenemos 


( 20 ) 


M <r _ r e(y) + f<y) 

g (x) g( X y g (x) 


(a < x < Cj). 


Si suponemos que x — a en (20); (15) demuestra que hay un 
punto c, e (a,c,), tal que 


(21) ^ <q (a<x< c 2 ). 

Resumiendo: (19) y (21) demuestran que para cada q, sujeto so- 
lamente a la condicion A < q, hay un punto c,, tal que f(x)/g(x) < 
q si a < x < Cj. 

Del mismo modo, si — oo < A < + oo,yse elige p, de modo 
que p < A, 


( 22 ) 


P< 


m 


(a < x < c 3 ), 


y de las dos afirmaciones, se deduce (16). 
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DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 

5.14 Definici6n Si / tiene una derivada /' en un intervalo, y /' es a su vez 
diferenciable, representaremos su derivada por /" y la llamaremos derivada 
segunda de /. Continuando de este modo, obtenemos funciones 

/,/ , ,/v (3) ,...,/ (n) , 

cada una de las cuales es la derivada de la precedente. A f n) se le llama deri¬ 
vada rt-esima o de orden n de /. 

Para que / n) (*) exista en un punto x, debe existir f n ~ l) (t) en una ve- 
cindad de x (o en una vecindad hacia un lado, si x es un extremo del interva¬ 
lo en el que est& definida f) y debe ser diferenciable en x. Como ha de existir 
en una vecindad de debe ser diferenciable en esa vecindad. 

TEOREMA DE TAYLOR 

5.15 Teorema Supongamos que f es una funcidn real en [ a,b ], n es un en~ 
tero positivo, f n ~ X) es continua en [ a,b ], existe f n) (t) para todo t e ( a,b ). 
Sean a , 13 puntos distintos de [a,b] y definamos 

(23) ^(0= X-rV-V-a)*- 

fc= 0 Ki 

Existe un punto x entre a y 0, tal que 

(24) m = P(fi) + (fi - ay. 

n\ 

Para n = 1 este teorema es el del valor medio. En general, el teorema 
demuestra que se puede hallar / aproximada por medio de un polinomio de 
grado n — 1; y (24) nos permite estimar el error, si conocemos las cotas en 

Demostracidn Sea M el numero definido por 

(25) m = P(fi) + M(fi - af 
y hagamos 

(26) g(t ) =/(/) - P(t) - M(t - a y (a < t < b). 

Tenemos que demostrar que n!M = f n) (x) para algun x entre a y /3. 
Por (23) y (26) 


(27) 


= f (n \t) — n\M ( a<t<b ). 
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Por tanto, la demostracion estar& completa si podemos probar que 
g(">(x) = o para algun x entre a y 0. 

Como P k) (a) = f k) (a) para k = 0,...,«- 1, tenemos 

(28) g(a) = £'(«) = • • - « 1} (a) = 0. 

La election de M demuestra que g(0) = 0, de modo que g'(Xj) = 0 
para algun x x entre a y 0, por el teorema del valor medio. Como 
g'(a) = 0, deducimos del mismo modo que g\x 2 ) = 0 para algun x 1 
entre a y x,. Despues de « pasos, llegamos a la conclusion de que 
g (n) (x„) = 0 para algun x n entre a y esto es, entre a y 0. 

DIFERENCIACION DE FUNCIONES VECTORIALES 

5.16 Observaci6n La Definicion 5.1 se aplica sin ningun cambio a las fun- 
ciones complejas/definidas en [a,b] y los Teoremas 5.2 y 5.3, lo mismo que 
sus demostraciones permanecen v&lidos. Si f x y f 2 son las partes real e imagi- 
naria de/, esto es si f(t) = /(/) + if 2 (t) para a < t < 6, donde/(/) y/(/) 
son reales, se ve facilmente que 

(29) f(x) =f{(x) + WW; 

ademas, / es diferenciable en x si, y solo si / y / son diferenciables en x . 

Pasando a las funciones con valores vectoriales (o vectoriales simple- 
mente) en general, esto es, a las funciones f que mapean [a,b] en algun R k y 
tambien se puede aplicar la Definicion 5.1 para definir f '(x). El termino <j>(t) 
de (1) es ahora, para cada /, un punto en R k y en (2) se toma el limite respecto 
a la norma de R k . En otras palabras, f '(x) es el punto de R k (si existe), para 
el cual 


(30) 


„ m-nx) 

lim- 

t-+x t X 


-m 


— o, 


y f' es tambien una funcion con valores en R k . 

Si son las componentes de f, que se definieron en el Teorema 

4.10, entonces 


(3i) r = (/;,...,AO, 

y f es diferenciable en un punto x si, y solo si cada una de las funciones 
/,...,/ es diferenciable en x . 

El Teorema 5.2 es cierto, lo mismo que los 5.3(a) y ( b ), si se sustituye 
fg por el producto interno f • g (ver la Definicibn 4.3). 

Sin embargo, respecto al teorema del valor medio y a una de sus conse- 
cuencias: la regia de L'Hospital, la situacion cambia. Los dos siguientes 
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ejemplos demostraran que dejan de ser ciertos para las funciones con valores 
complejos. 

5.17 Ejemplo Definamos, para x real 

(32) f(x) = e ix = cos x + /senx. 

(La ultima expresidn puede considerarse como definici6n de la exponencial 
compleja e ix ; vease en el Capitulo 8 un estudio completo de estas funciones). 
Sera 

(33) /(2tt)-/(0) = 1-1=0, 
pero 

(34) /'(*) = ie ix , 

de modo que | f'(x) | = 1 para todo x real. 

Asi, pues, el Teorema 5.10 deja de ser cierto en este caso. 


5.18 Ejemplo En el segmento (0,1) definamos f(x) = x, y 
(35) g(x) = x 4 x 2 e ,/xl . 

Como | e ' 1 1 = 1 para todo t real, vemos que 


fix) 

hm — = 1. 
x-o g(x) 


Ahora bie'n, 


(37) 


g'(x) = 1 + 



e 


i/x 2 


(0<x< 1), 


de modo que 

(38) 

De aqul que 

(39) 


|g'(*)l ^ 2x_ ~ 


fix) 1 ^ 

g'ix) \g\x)\~2-x 



y asi 
(40) 


DIFERENCIACION 121 


I, f (*) 
hm - 77 — = 0 . 

*~og(x) 


Por (36) y (40), no se cumple en este caso la regia de L'Hospital. Observese 
tambien que g'(x) * 0 en (0,1), por (38). 

Sin embargo, hay una consecuencia del teorema del valor medio, que 
para las aplicaciones es casi tan util como el Teorema 5.10, y que sigue sien- 
do verdad para las funciones vectoriales. Del Teorema 5.10 se deduce que 

(41) |m -m \<(b-a) sup I/'(*) i. 

a<x<b 


5.19 Teorema Supdngase que f es una aplicacion continua de [a,b] en R k y 
f es diferenciable en ( a,b ). Entonces existe x e (a,b) tal que 


\m-f(a)\ <{b-a) |f'(x)|. 

Demostracion 1 Haciendo z = f( 6 ) - f (a), y definiendo 


<p{t) = z • f(/) (a < t < b). 


Entonces <p es una funcion continua de valores reales sobre [a, b] que 
es diferenciable en (a, b). El teorema del valor medio muestra por lo 
tanto que 


(p(b) - (p(a) = (b - a)cp\x) = (b — a )z • f'(x) 

para algun x e (a,b). Por otro lado, 

<p{b) — q>{a) = z • f (b) —z • i(a) —z • z = |z| 2 . 

La desigualdad de Schwarz produce ahora 

|z| 2 =(b-a)\z-f{x)\ <(b-a) |z| |f(jr)|. 

Por consiguiente |z| < (b - «)|f'(jf)|, que es la conclusibn que se 
queria. 

EJERCICIOS 

1. Sea / definida para todo x real, y supongase que 

\f(x)-f(y)\ <{x-yY 


1 V.P. Havin hizo la traduccion al ruso de la segunda edicidn de este libro y agrego esta demos- 
traci6n al original. 
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para todo x y y reales. Demostrar que / es constante. 

2. Sup6ngase que /'(x) > 0 en ( a,b ). Demostrar que/es estrictamente creciente en 
( a,b ), y sea g su funcion inversa. Demostrar que g es diferenciable, y ademas que 

g'(Ax)) = 77-T (a<x< b). 


3. Supongase que g es una funcibn real sobre con derivada acotada (es decir 
\g' | < A/). Fijese e > 0, y definase /(x) = x + eg(x). Demostrar que/es uno- 
a-uno si e es suficientemente pequeno. 

(Puede determinarse un conjunto de valores admisibles de e que depende solo de M.) 

4. Si 


Co + y+• 


n n +1 


= 0 , 


donde C 0 ,..., C n son constantes reales, demostrar que la ecuacion 
Co + C\X + * • * + C n ~\X n ~ l + C n x" = 0 


tiene, al menos, una raiz real entre 0 y 1. 

5. Suponer /definida y diferenciable para todo x > 0, y f'(x) — 0 cuando x — + 
+ oo. Hacerg(x) = /(x + 1) — /(x). Demostrar que g(x) — 0 cuando x — + oo. 

6. Suponer que 

(a) f es continua para x > 0, 

( b ) /'(x) existe para x > 0, 

(c) f(0) = 0, 

(d) /' es monotona creciente. 

Hacer 



y demostrar que g es monbtona creciente. 

7. Suponer que existen /'(x) y g'(x), g'(x) * 0 y/(x) = g(x) = 0. Demostrar que 


, im /(0 /'(*) 

g'(x) 


(Esto se cumple tambien para funciones complejas.) 

8. Suponer que /' es continua en [a,b] y e > 0. Demostrar que existe 6 > 0 tal que 


m-m 


- f \4 


< e 


siempre que 0< \t - x| <5; a < x < 6; a < t < b. (Podria expresarse esto 
diciendo que / es uniformemente diferenciable en [a t b] si /' es continua en 
[a,b]). i,Se cumple esto tambien para las funciones vectoriales? 

9. Sea/una funcion real continua sobre R l , de la cual se sabe que/'(x) existe para 
todo x ^ 0 y que /'(x) — 3 cuando x — 0. ^Puede deducirse que/'(()) existe? 
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10. Supongamos que / y g son funciones complejas diferenciales en (0,1); f(x) — 0; 
g(x) — 0; f'(x) — A; g'(x) — B cuando x — 0, siendo A y B numeros comple- 
jos y B * 0. Demostrar que 


i.a 

x^0g(x) 


A 

B' 


Comparar con el Ejercicio 5.18. Sugerencia: 


m 

g(x) 



g(x ) + A g(x)' 


Aplicar el Teorema 5.13 a las partes real e imaginaria de f(x)/x y #(.v)/a\ 

11. Suponer que / esta definida en una vecindad de x y que existe f\x). Demostrar 
que 

Urn -2M = fix). 

h--» 0 h 


Demostrar con un ejemplo que puede existir el limite aun cuando no exista /"(a). 
Sugerencia: Aplicar el Teorema 5.13. 

12. Si f(x) = |jc| 3 , calcular f'(x ) y f"(x) para todo numero real x, y demostrar que 
/ 3) (0) no existe. 

13. Supongase que aye son numeros reales, c > 0, y / esta definida sobre [-1,1] 
por medio de 


jx a sen (x ~ c ) (si x ^ 0), 

(0 (si a: = 0). 


Demostrar lo siguiente: 

(a) / es continua si, y solo si a > 0. 

( b ) /'(0) existe si, y solo si a > 1. 

(c) /' es acotada si, y solo si a > 1 + c. 

(d) f es continua si, y solo si a > 1 + c. 

(e) /"(0) existe si, y solo si a > 2 + c. 

if) f" es acotada si, y solo si a > 2 + 2c. 

(g) f " es continua si, y solo si a > 2 + 2c. 

14. Sea/una funcion real diferenciable definida en (a,b). Demostrar que/es conve- 
xa si, y solo si /' es monotona creciente. Supongase enseguida que f\x) existe 
para cada x e (a,b) 9 y demuestre que /es convexa si, y solo si/"(*) > 0 para to- 
do x e (a,b). 

15. Supongase que a e R\ y que /es una funcibn real diferenciable dos veces sobre 
(a, oo), y A/ 0 , A/,, M 2 son las minimas cotas superiores de |/(x)|, |/Xv)U 
\f\x) |, respectivamente, sobre ( a , oo). Demostrar que 


Ml <L 4M 0 M 2 . 

Sugerencia : Si h >0, el teorema de Taylor muestra que 


/'(*) = + 2h) -f{x)] - hf'il) 
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para algun £ e (x, x + 2h). En consecuencia 

l/'tol ^hM 2 + ^- 

Para mostrar que M] - 4M 0 M 2 puede ocurrir en realidad, tomese a = - 1, y 
definase 




(2x 2 - 1 
x 2 — 1 


x 2 + 1 


(—1 < x < 0), 
(0< t x< go), 


y muestrese que M 0 = 1, M l = 4, A/ 2 = 4. 

^Es tambien A/| < 4 A/ 0 A/ 2 valido para funciones vectoriales? 

16. Supongase que / es doblemente diferenciable sobre (0, oo), /" es acotada sobre 
(0, oo), y que /(x) — 0 cuando x — oo. Demostrar que f'(x) — 0 cuando x — oo. 
Sugerencia: Hacer a — oo en el Ejercicio 15. 

‘ 17. Supongase que /es una funcion real y tres veces diferenciable sobre [-1, 1], tal 
que 


/(-D= 0, /(0) = 0, /(l) - 1, A0) = 0. 

Demostrar que / 3) (x) > 3 para algun x e (-1, 1). 

Notese que la igualdad es valida para i(x 3 4- x 2 ). 

Sugerencia : Usar el Teorema 5.15, con a = 0 y /3 = ±1, para mostrar que 
existen s e (0, 1) y t e ( — 1,0) tales que 


/ < 3 > ( 5)+/< 3) (0 = 6 . 

18. Supongase que/es una funcion real sobre [ a,b ], n es un entero positivo, y/"~ n 
existe para cada t e [a,b], Sean or, 0, y P del teorema de Taylor (5.15). Definase 


0 ( 0 : 


m-m 

t- J8 


para Is (a,/;], I =*= / 3 , diferenciese 

n — 1 veces en / = a, y deduzcase la siguiente version del teorema de Taylor: 


m = m +- g )"• 

19. Supongase que /esta definida en (-1, 1) y/'(0) existe. Supongase tambien que 
- 1 < < (3 n < 1 , a n — 0, y (3 n — 0 cuando n — oo. Definanse los cocientes 

de las diferencias siguientes: 
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Demostrar que: 

(a) Si a n < 0 < 0„, entonces lim D n = /'(0). 

(b) Si 0 < a„ < 0„, y |0„/(0„ ~ «„)l es acotada, entonces lim D n = /'(0). 

(c) Si f" es continua en (— 1, 1), entonces lim D n = /'(0). 

Dar un ejemplo en el que / sea diferenciable en (- 1 , 1 ) (pero /' no sea 
continua en 0) y en el que a n , 0„ tienda a 0 de tal forma que lim D n exista, pero 
sea diferente de /'( 0 ). 

20. Formular y demostrar una desigualdad que se deduce del teorema de Taylor, y 
que permanece valida para las funciones vectoriales. 

21. Sea E un subconjunto cerrado de R ] . Dijimos en el Ejercicio 22, capitulo 4 que 
existe una funcion real continua / en R l cuyo conjunto cero es E. <,Es posible, 
para cada conjunto cerrado £, hallar una tal / que sea diferenciable en Z? 1 , o una 
que sea n veces diferenciable o incluso una que tenga derivada de todos los orde- 
nes en /? J ? 

22. Supdngase que /es una funcion real definida sobre (- oo, oo), Se dira que x es 
un punto fijo de / si f(x) = x. 

(a) Si / es diferenciable y /'(/) ^ 1 para cada real t , demostrar que/tiene a lo 
mas un punto fijo. 

(b) Mostrar que la funcion / definida por 

/(O-f + tt + e *)- 1 

no tiene punto fijo, aunque 0 < /'(/) < 1 para todo real t. 

(c) No obstante, si hay una constante A < 1 tal que )/'(/) | < A para todo real 
r, demostrar que existe un punto fijo x de/, y que x = lim x„, en donde x, es un 
numero real arbitrario y ademas 

x„ + i =f(x n ) 

para n — 1 , 2, 3,.... 

(, d ) Mostrar que el procedimiento descrito en el apartado (c) puede entenderse a 
partir de la trayectoria en zig-zag 

(xi, x 2 ) -► (x 2 , Xz) "> (x 2 , X 3 ) -> (x 3 , x 3 ) -> (x 3 , x 4 ) -> • * *. 

23. La funcion /definida por 


tiene tres puntos fijos, a saber cv, 0 , 7 , donde 

— 2 < a < —1 , 0 < j8 < 1 , 1 < y < 2. 

Si se escoge arbitrariamente x p y se define {x w j haciendo x„ + , = /(x„). 

(a) Si x, < a , demostrar que x /f — - 00 cuando n — 00 . 

(b) Si cv < x, < 7 , demostrar quex„ — 0 cuando n — 00 . 

(c) Su 7 < x,, demostrar que x n -* + 00 cuando n — 00 . 

Entonces 0 puede localizarse con este metodo, pero or y 7 no. 
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24. El procedimiento que se describio en la parte (c) del Ejercicio 22 puede tambien 
aplicarse a funciones que mapean (0, oo) en (0, o°). 

Fijando algun a > 1, y haciendo 



Entonces / y g tienen como unico punto fijo en (0, oo) a Intentar explicar, 
en base a las propiedades defy g, por qut la convergencia en el Ejercicio 16 del 
capitulo 3 es mucho mas rapida que la del Ejercicio 17. (Comparense /' y g', y 
dibujense las trayectorias en zig-zag que se sugieren en el Ejercicio 22.) 

Hacer lo mismo cuando 0 < a < 1. 

25. Supongase que / es doblemente diferenciable sobre [a,b], f(a) < 0, f(b) > 0, 
f'(x) > 6 > 0, y 0 < f"(x) < M para todo x e [a,b]. Sea £ el unico punto en 
( a,b ) en el cual /(£) = 0. Completar los detalles del siguiente esbozo del metodo 
de Newton para calcular £. 

(a) Escoger x { e (£,/?), y definir |x„) por medio de 

" f'(x„y 

Interpretar esto geometricamente, en terminos de una tangente a la grafica 

de/. 

(b) Demostrar que x /} + I < x f} y que 


lim x„ = 

n~* oo 


(c) Usar el teorema de Taylor para mostrar que 


f"(Q 
2 f'M 


( Xn -$) 2 


para algun t„ e ($, x„). 

(d) Si A = A//26, deduzcase que 

A 


(Comparese con los Ejercicios 16 y 18 del capitulo 3.) 

(e) Mostrar que el metodo de Newton es significativo para encontrar un punto fi¬ 
jo de la funcion g definida por 


g(x) =x- 


f(x) 

f(x)’ 


iComo se comporta g'(.v) cuando ,v esta muy cerca de £? 
if) Hacer f(x) = x x/y sobre (- oo, oo) y aplicar el metodo de Newton. ^Que 
ocurre? 

26. Suponer que/es diferenciable en [a,b]\ f(a) = 0 y hay un numero real A tal que 
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|/'(x) < A |/(x) | en [a,b\. Demostrar que f(x) = 0 para todo x e [a,b]. Suge- 
rencia: Dado Xq e [a,b], sea M 0 = sup |/(*)|, 

Mi = sup \f'(x) | 

para a < x < Xq. Para cada tal x, 

| fix) | < Mi(x 0 — a) < A(x o — a)M 0 . 

Por tanto M 0 = 0, si — a) < 1. Esto es, / = 0 en \a t Xq ]. Continuar, 

27. Sea </> una funcion real definida en un rectangulo R en el piano, dado por a < x 
< by a < y < 0. Una solution del problema con valores initiates 

y' = 7), y(a) =c (ot<c<fi) 

es, por definition, una funtion diferenciable / en [a,b] ta! que f(a) = c, ce 
s/(a r)s/9, y 


f\x) = <f>(x, f(x)) (a<x< b). 

Demostrar que semejante problema tiene a lo mas una solution si hay una cons- 
tante A tal que 

\<f>(x, y 2 ) ~ 4>(x, yi)\ <A\y 2 — yi\ 

siempre que (*,>>,) e R, y ( x,y 2 ) e R. 

Sugerencia : Aplicar el Ejercicio 26 a la diferencia de dos soluciones. Obser- 
var que este teorema de unicidad no se cumple para el problema con valores 
iniciales 

y=y ll2 > y( 0 ) = 0 , 

que tiene dos soluciones: f(x) = 0 y f(x) = x 2 /4. iUay otras soluciones? Deter- 
minarlas. 

28. Formular y demostrar un teorema de unicidad analogo, para sistemas de 
ecuaciones diferenciales de la forma 

y'j =4>A.x, yi, ... ,y k ), yj(a) = Cj 0 = 1,..., k). 

Observese que puede tambien escribirse en la forma 

y' = <1>0, y), y(a) = c 

donde y = y k ) varia sobre una celda -k, 4> es el mapeo de una celda-(A' 4- 

+ 1) en el espacio -k euclidiano, cuyas componentes son las funciones <j> k , 

y c es el vector (c,,..., c A ). Utilizar el Ejercicio 26 para funciones con valores 
vectoriales. 

29. Particularizar el Ejercicio 28, considerando el sistema 

yj = yj +1 0=1,..., 

yi =/(*) - L gj(x)yj, 

j=l 


k- 1 ), 
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donde /, g,,..., g k son funciones reales continuas en [a,b] y deducir un teorema 
de unicidad para las soluciones de la ecuacion 

+gk(^)/*' 1) H- \-gi(x)/ + gt(x)y =/(*), 

con las condiciones iniciales 

X«) = Ci, /(a) = c 2 , .... /* _1 ) (a) = c*. 
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LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 


El presente capltulo esta basado en una definicion de la integral de Riemann, 
que depende muy explicitamente de la estructura de orden de la recta real. 
En consecuencia, empezaremos estudiando la integracion de las funciones 
reales en intervalos. En capitulos posteriores seguir&n las generalizaciones a 
funciones de variables complejas y vectoriales en intervalos. La integracion 
en conjuntos distintos de los intervalos, se estudia en los capitulos 10 y 11. 


DEFINICI6 N y existencia de la integral 

6.1 Definici6n Sea [a,b] un intervalo dado. Por particion P de [a,b] en- 
tendemos un conjunto finito de puntos Xq, x„ donde 

a — x 0 <, x t ^ • • • <, x n _i < ,xr B = b. 


Escribimos 


Ax i = x i -x t _ 1 (i = 


Suponiendo, ahora, que / es una funcion real aeotada definida en [a,b]. 
Correspondiendo a cada particion P de [a,b] hacemos 
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M, = sup f(x) < X < Xi), 

mi = inf/(x) (%(_! < x < x ; ), 

U(P,f) = £ i M i Ax i , 

i= 1 

L{P,f) = 'Zm i Ax ( , 

i — 1 

y finalmente 

0) Yfdx = inf U(P,f), 

* a 

(2) f fdx = supLCP,/), 

'La 

donde se han considerado el sup y el inf sobre todas las particiones P de 
[a,b]+ Los primeros miembros de (1) y (2) se llaman integral superior e infe¬ 
rior de Riemann de / sobre [a, b] y respectivamente. 

Si las integrates superior e inferior son iguales, decimos que / es in¬ 
tegrate segun Riemann , sobre [a,b] y escribimos / e (esto es, 0t represen- 
ta el conjunto de las funciones integrates segun Riemann) y representamos el 
valor comun de (1) y (2) por 


(3) 

/ f dx ’ 

J a 

o por 


(4) 

Y fix) dx. 

J a 


Esta es la integral de Riemann de / sobre [a,b]. Como / es acotada, 
existen dos numeros m y A/, tales que 

m < f(x) < M (a < x < b). 

De aqui que, para todo P, 

m(b ~a)< L(PJ) < U(FJ) < M(b - a), 

de modo que los numeros L(P,f) y U(P,f) forman un conjunto acotado. Es¬ 
to demuestra que las integrales superior e inferior estan definidas para toda 
funeion acotada /. La cuestion de su igualdad, y por tanto de la integrabili- 
dad de / es mas delicada. En lugar de hallarla solamente para la integral de 
Riemann, consideraremos inmediatamente un caso mas general. 
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6.2 Definici6n Sea a una funcibn monotona creciente en [a,b] (como 
a(a) y a(b) son Anitas, se deduce que a es acotada en [a,b]. Correspondien- 
do a cada particibn P de [a, b] 9 escribimos 


Aa t = a (xd - 


Es claro que Ac^ > 0. Para toda funcion real / acotada en [a,b] escribimos 

U(P,f, a) = £ M,Ax„ 

i= 1 

L(P,f, a)= £ m t Aa it 

i= I 

donde M„ m, tienen el mismo significado que en la Definicion 6.1 y definimos 

(5) T f da. = inf f/(P,/, a), 

J a 

(6) f f da — sup L{P,f, a), 

!La 

tomando tambien los inf y los sup sobre todas las particiones. 

Si los primeros miembros de (5) y (6) son iguales, representamos su va¬ 
lor comun por 

(7) f/da 

J a 

o algunas veces por 

(8) f f(x) dct(x). 

J a 

Esta es la integral de Riemann-Stieltjes (o simplemente la integral de 
Stieltjes ) de/ respecto a a, sobre [a,b]. 

Si existe (7), esto es si (5) y (6) son iguales, decimos que/es integral 
con respecto a a, en el sentido de Riemann y escribimos / e 0t (a). 

Tomando «(*) = x , se ve que la integral de Riemann es un caso par¬ 
ticular de la integral de Riemann-Stieltjes. Merece especial mencion el hecho 
de que en el caso general a no necesita ni ser continua. 

Diremos unas palabras sobre notaciones. Preferimos (7) a (8), pues la 
letra x que aparece en (8) no anade nada al contenido de (7). No tiene im- 
portancia que letra empleemos para representar la llamada «variable de inte- 
gracion». Por ejemplo, (8) es lo mismo que 

£/00 My)- 
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La integral depende de f, a, a y b, pero no de la variable de integracion, que 
puede incluso suprimirse. 

El papel que juega la variable de integracion es totalmente an&logo al 
del indice de sumacibn: los dos simbolos 

» » 

t,c„ 

i= 1 Jfc-1 

expresan lo mismo, pues ambos significan c, + q + * • * + c„. 

Desde luego, no perjudica la inclusibn de la variable de integracion, e 
incluso en muchos casos es conveniente hacerlo. 

Ahora, trataremos de la existencia de la integral (7). Sin mencionarlo 
cada vez, supondremos que / es real y acotada, y a monbtona creciente en 

[a,b]\ y cuando no se preste a confusibn escribiremos J en lugar de J . 

6.3 Definicion Decimos que la particibn P* es un refinamiento de P, si 
P* z> P (esto es, si todo punto de P es punto de P*). Dadas dos particiones, 
P x y P 2 , decimos que P* es su refinamiento comun si P* = P, u P 2 . 

6.4 Teorema Si P* es un refinamiento de P, es 

(9) L(P,f a) < L(P*,f, a) 
y 

(10) U(P\f a) < U(P,f, a). 

Demostracion Para demostrar (9), supongamos primero que P* con- 
tiene solamente un punto mas que P. Sea este punto x*, y suponga¬ 
mos Xj_ x < x* < x i9 donde x;_, y x x son dos puntos consecutivos de 
P. Hagamos 

Wl = inf/(x) (Xi_! :< x < x*), 

w 2 = inf/(x) (x* < x ^ x f ). 

Evidentemente w, > m, y w 2 > m i9 siendo como antes 

m t = inf/(x) (x,.! < x ;< x f ). 

Por tanto 

L(P* 9 f, a) — L(P 9 f a) 

= WjlKx*) - aCxf-i)] + w 2 [a(x i ) - a(x*)] - /w,[a(x,) - a(x^x)] 

= (wi - m*)[a(x*) - aCx^x)] + (w 2 - m^Kx*) - a(x*)] £ 0. 
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Si P* contiene k puntos mas que P, repetiremos el razonamien- 
to anterior k veces, y llegaremos a (9). La demostraci6n de (10) es 
analoga. 

6.5 Teorema f /da <; f f da. 

± a J a 

Demostracion Sea P* el refinamiento comun de dos particiones P, y 
P 2 . Por el Teorema 6.4, 

L{P u f> «) < UP\f. a) < U(P*J, a) < U(P 2 9 f 9 a). 

Por tanto 

(11) a) <, U(P 2 ,f> a). 

Conservando P 2 fijo, y tomando el sup sobre todo P,, (11) da 

(12) jfda < U(P 2 ,f, a). 

El teorema queda demostrado tomando el inf sobre todo P 2 en (12). 

6.6 Teorema / e M (a) en [ a,b ] si y solo si para cada s > 0 existe 
una particidn P tal que 

(13) U(P,f, a) — L{P,f, a) < e. 

Demostraci6n Para cada P tenemos 

L(PJ, a) < jfda < jfda < U(P,f, a). 

Asi pues, (13) implica 


0 < J f da — jfda < e. 

Por tanto, si (13) se satisface para todo e > 0, tenemos 

jfda = jfda. 


esto es, / e &(a). 

Inversamente, supongamos que / e 0t(a) y sea e >0 dado. 
Existen particiones P l y P 2 tales que 
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(14) 

U(P 2 ,f,«)-jfdct<j, 

(15) 

\ f d<* - L(P u f, a) <y 


Elijamos P como refinamiento comun de P ] y P 2 . El Teorema 6.4 
juntamente con (14) y (15) demuestra que 

U(P,f, a) < U(P 2 ,/, a) < | f da + | < L(P u f, a) + e < L(P,f, a) + e, 

de modo que se cumple (13) para esta partition P. 

El Teorema 6.6 proporciona un criterio para la integrabilidad muy 
conveniente. Antes de aplicarlo se estableceran algunos hechos muy rela- 
cionados con este. 

6.7 Teorema 

(a) Si se cumple (13) para alguna P y algun e, entonces (13) se 
cumple tambien {con el mismo e) para cada refinamiento de P. 

{b) Si se cumple (13) para una P = fo,..., x n \ y si s if t) son puntos 
arbitrarios en xj, entonces 

i \f(Si) -m\ Aa,<«. 

i= 1 

(c) Si f e 01(a) y la hipotesis de ( b) se cumple, entonces 
tm Aa, - ff doc <s. 

is 1 J a 

Demostracion El Teorema 6.4 implica (a). Debido a las suposiciones 
hechas en ( b ), se tiene que/(s,) y/(/,) estan en [m„ M], as! que |/(sj) 
- f(tj)\ < M; - m,. Entonces 

t \f(sd ~m\ Aotj < U(PJ, a) - L(P,f a), 

t= 1 

lo que demuestra ( b ). Las desigualdades evidentes 
L(P,f, a) < !/(/,) Aa,- < C/(P,/,a) 

y 

L(P,/, a) < f/da < C/(P,/, a) 

demuestran (c). 
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6.8 Teorema Si f es continua sobre [ a,b] entonces f e 2%{a) sobre [ a,b ]. 
Demostracion Sea e > 0 dado, y elijamos r\ > 0 tal que 
[<x(£>) - a(a)fo < e. 

Como / es uniformemente continua en [a,b] (Teorema 4.19), existe 
un 6 > tal que 


(16) |/(*)-/(OI <»f 

si |xr - t| < 5 y x e [ a,b ], t e [ a,b ]. 

Si P es cualquier particion de [ a,b ] tal que Ax; < d. Entonces, 
(16) implica 

(17) M ( — /JJj < ?? (i- 1,...,«) 

Por tanto 

U(P,f, a) - L(P,f, a) = X (Mi - m f ) Aa f 

i= 1 
n 

<>1 X Aa, = ^[a(6) - a(a)] < e. 

i= 1 

Por el Teorema 6.6, / € 0t{a). 

6.9 Teorema Si f es mondtona en [a,b] y a es continua en [a,b], / € 
^(a). ( Supondremos, naturalmente, tambien que a es mondtona .) 


Demostracidn Sea e > 0 dado. Para cada entero positivo «, elija¬ 
mos una particion P tal que 


Aa, = 


«(6) - a(g) 
n 


(i = !,...,»). 


Lo que es posible, pues a es continuo (Teorema 4.23). 

Supondremos que / es monotona creciente (la demostracion es 
an&loga en el otro caso). Entonces 


M, =/(*,), m i =/(*»-i) (/=!,...,«), 


de modo que 


t/(P,/, a) - /.(/>,/, a) = ——— f [/(x f ) -/(x.-j)] 

M i= 1 
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cn{b) — a (b) 
n 


•L m-f(a)]<s 


si se toma n suficientemente grande. Por el Teorema 6.6 / e 01(ol). 


6.10 Teorema Supongase que f es acotada sobre [a,b] tiene solo un nu- 
mero finito de puntos de discontinuidad sobre [a,b]> y a es continua en ca- 
da punto para el cual f es discontinua. Entonces f e 01 (a). 

Demostracion Sea 6 > 0 dado. H&gase M = sup | /(x) |, y sea E el 
conjunto de puntos en los cuales / es discontinua. Como E es finito y 
a es continua en cada punto de E, se puede cubrir E con un numero 
finito de intervalos ajenos [u jy v y ] c= [a,b] tales que la suma de las di- 
ferencias correspondientes a(Vj) - a(Uj) sea menor quee. Ademas, 
pueden reemplazarse estos intervalos de tal manera que cada punto de 
E n (a, b) est6 en el interior de algun [u j3 v 7 ]. 

Quitense los segmentos (u Jf v 7 ) de [a,b]. El conjunto sobrante K 
es compacto. En consecuencia / es uniformemente continua sobre AT, y 
existe 6 > 0 tal que \f(s) - /(/) | < e si s e K, t e K, \s — t\ <6. 

Ahora se forma una particion P = jx^, x, ,..., x „} de [a,b], co- 
mo sigue: cada u f se encuentra en P. Cada v y se encuentra en P. 

Ningun punto de cualquier segmento (u j9 v 7 ) se encuentra en P. 

Si x,_, no es uno de los u J9 entonces Ax;- < 6. 

Notese que - m l < 2 M para cada /, y que M t - m, < e a 
menos que x,_, sea uno de los Uj. En consecuencia, de la misma for¬ 
ma que en la demostracion del Teorema 6.8, 

U(P,f, a) - L(PJ, a) < [a(*) - a (a)]s + 2 Me. 

Como £ es arbitrario, el Teorema 6.6 muestra que / e 0t(a). 

Nota : Si/y a tienen un punto comun de discontinuidad, entonces/no 
debe estar necesariamente en 01 {a). Esto se muestra en el Ejercicio 3. 

6.11 Teorema Supongamos que f e 01(a) en [a,b], m < / < M, <t> es 
continua en [m,M], y h(x) = </>(/(x» en [a,b]. Entonces, h e (a) en 
[a,b]. 


Demostracion Elijamos £ > 0. Como </> es uniformemente continua 
en [m, M], existe 6 > 0, tal que 6 < £ y |<£(s) — </>(0l < e si | s — t\ 
< 6 y s,t e [m. M]. 

Como/ e &(a) 9 hay una particion P — (x^x,,..., xj de [a,b] 9 
tal que 


(18) 


U(P,f, oi) — L(P,f, a) < <5 2 . 
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Consideremos y m { con el mismo significado que en la Definicion 
6.1 y sean M* m ?los numeros analogos para h. Dividamos los numeros 
1, . .., n en dos clases: / e A si M ( — m, < d; i e B si M, - m i > 5. 
Para / e A 9 la election de S muestra que M* — m* < e. 

Para i e B y M*— m* < 2K , siendo K = sup (<£(f) | y m < f < 
M. Por (18), tenemos 

(19) <5 £ Aa, < £ (M f - mj) Aa f < <5 2 

ieB ieB 

de modo que X, s b Aa, < 6. Se deduce que 


t/(P, /r, a) - L(P, h,a)=Yj (M* - mf) Aa, + £ (Af,* - mf) Aa, 

ie A ieB 

< e[a(b) — a(fl)] + 2K5 < e[a(b) — a (a) f 2J£]. 

Como e era arbitrario, el Teorema 6.6 implica que h e &(a). 
Observation: Este teorema sugiere la pregunta: iQut funciones son 
integrates segun Riemann? La contestation figura en el Teorema 11.33(b). 

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL 
6.12 Teorema 

(a) Si f x e m (a) y f 2 e 0t(a) en [a,b] 9 

A +/ 2 e^(a), 
c/ e .3? (a) para toda constante c, y 

f C/i +/ 2 ) da = fVi ^ + f*/a 

•'a 

f cf da = c f f da. 

d a 

(b) Si f/yX) < / 2 (x) en [a,b], 

f»b /*b 

\ ft da < \ f2 dec. 

da d a 

(c) Si f e 2% (a) en [a,b]y a < c < b, entoncesf e 2d (ex) en [ a,c ] y 
en [c,b] y 


fjdz + j'fdoc = f a fdcc. 


(d) 


Si f € ^(a) [a,6] j |/(x)| < M en [ a,b ], 
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f f doc < M[oc(b) — cc(a)]. 

J a 

(<?) Si f e &(a t ) y f e @(a 2 ), entonces f e (a, + a 2 ) y 

f fd{a 2 + ot 2 ) = f fda 2 + f fdtx 2 ; 

J a *>a J a 

si f e &t(a) y c es una constante positiva, sera f e M (a*) y 
f fd(c<x) = c[ fda.. 

J a *a 

Demostracion Si f = f, + /, y P es alguna partition de [a, b], tene- 
mos que 

(20) L(P,f u a) + L(P,f 2 , a) < L(P,f, a) 

£ U(P,f, a) £ U(P,f 2 , a) + U(P,f 2 , a). 

Sif t e 0t(a) y f 2 € &(a), sea s > 0 dado. Existen particiones P } (j = 
= 1,2), tales que 

U(PjJ j9 oc)-L(PjJ jy cc)<e. 

Esas desigualdades subsisten si se sustituyen P, y P 2 por su refina- 
miento comun P. Entonces (20) implica 

U(P,f,oc)-L(PJ,oc)<2e 9 

lo que demuestra que / e 01(a). 

Con este mismo P, tenemos 

U(PJ,,a)<\fjda + B (/ = 1,2); 

por lo que (20) implica 

\fda < U(P,f, a) < j/, da + J/ 2 da + 2e. 

Como s era arbitrario, deducimos que 

\fda < j/t da + \f 2 da. 

Si sustituimos en (21) ./j y f 2 por — y — f 2 , se invierte la desi- 
gualdad, y queda demostrada la igualdad. 


( 21 ) 
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Las demostraciones de las otras afirmaciones del Teorema 6.12 
son tan parecidas que omitimos los detalles. En el apartado (c) pode- 
mos limitarnos pasando a refinamientos a las particiones que con- 
tienen al punto c, al aproximar \f da. 

6.13 Teorema Si f e &(a) y g e 3?(a) en [a,b] y 

(a) fg e ^(a); 

( b) |/| e &(a) y j f da < f 6 |/| da. 

J a J a 

Demostracion Si tomamos </>(/) = t 2 > el Teorema 6.11 demuestra 
que/ 2 e &(a) si / e £%{a). La identidad 

Vg = (f+g) 2 - (f-g) 1 

completa la demostracion de (a). 

Si tomamos <£(/) = | /1, el Teorema 6.11 demuestra, de igual 
modo, que |/| e &(a). Elijamos c - ± 1, de forma que 

c \f da>0. 

Sera 

I jf da | = c \f da. = i cfda < J |/| da, 

pues cf < |/|. 

6.14 Defnncion La funcion escalon unitario l se define como 



(x ^ 0), 
(x > 0). 


6.15 Teorema Si a < s < b es acotada sobre [ a y b ], f es continua en s, v 
r*(x) = /(x - s), entonces 

f fda- — fif). 

d a 


Demostracion Considerense particiones P = (a;,, jc,, x,, x ? |, donde a;, 
= a, y x ] = s < x, < x* = b. Entonces 


£/(/>,/,«) = A# 2 , L(P ,/, (x) = m 2 . 


Debido a que / es continua en 5, se ve que M 2 y nu converge hacia 
f(s) cuando x> — s. 
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6.16 Teorema Supdngase que c n > 0 para 1, 2, 3,..., Ec„ converge, (sj 
es una sucesidn de puntos distintos en ( a,b) 9 y 

(22) a(x) = £ c n I(x - s n ). 

n= 1 

Sea f continua sobre [a,b j. Entonces 

(23) f/dx = t c n f(s n ). 

n = 1 

Demostracion La prueba de comparacibn muestra que la serie (22) 
converge para cada x. Su suma a(x) es evidentemente monbtona y 
a{a) = 0, a(b) = Lc n . (Este es el tipo de funcibn que se presentb en 
la Observation 4.31.) 

Sea e > 0 conocido, y elijase N de manera que 

oo 

C n <e. 

L 

Haciendo 


I 

N + 


«l(*) = Z C « 7 ( x - ■*»)> «2 (*) = £ C H /(* - O- 

«= 1 AT+1 


(24) 


De los Teoremas 6.12 y 6.15 se tiene 

N 


f fdai = £ c„/(s„). 

J a i- 1 


Como a 2 (Z?) - oc 2 (a) < e, entonces 


(25) 


r b 

f fd*2 

J a 


< Me, 


donde M = sup |/(x) |. Debido a que a = a, 4- a 2 , se deduce de (24) 
y (25) que 


(26) 


f fda. 

J a 


X C„f(s n ) 


< Me. 


Si se hace N — oo, se obtiene (23). 


6.17 Teorema Si se supone que a crece mondtonamente y a ' e sobre 
[( a,b ]. Sea f una funcion real acotada sobre [a,b j. 

Entonces f e M(a) si, y solo si fa ' e En este caso 
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r b 

f doc = f(x)cc'(x) dx. 

* a J a 

Demostracion Sea e > 0 dado y apliquese el Teorema 6.6 a a': 
Existe una partition P — 1^,..., x n \ de [a,b] tal que 

t/(P, a') - L(P, a') < e. 

El teorema del valor medio suministra puntos t, e [x t _ ,, x t ] tales 

que 


Aoc t — oc'(ti) A x t 

para / = 1,Si s, e *,], entonces 

E I «'(««)-*Vi) I Ax f <£, 

i= 1 

de (28) y el Teorema 6.1(b). Hacer ahora M = sup|/(x)|. Ya que 


n 


n 


I /Vi) Aa f = E /ViKVi) Ax, 


y se deduce de (29) que 


E /Vi) Aa, - E /ViKVi) Ax, 


|i=i 


1=1 


< Me. 


En particular, 


rt 


E /Vi) Aoq < U(P,fu!) + A/e, 

i=l 

para todas las elecciones de s, € x,], de manera que 


£/(/>,/, a) < U(PJoc') + Me. 
De (30), y con el mismo argumento se obtiene 


U(PJoc') < U(P,f ; a) + Me. 

Entonces 

| t/(P,/, a) - t/(P,/a')| < Me. 


Ahora ndtese que, (28) sigue siendo cierto si P se reemplaza por 
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cualquier refinamiento. De aqui que (31) sigue siendo tambien cierto. 
Se concluye que 


f fda - f f(x)oc'(x) dx 

J a J a 


< Me. 


Pero e es arbitrario. En consecuencia, 


(32) 


[ fdoc = ? f(x)a'(x) dx, 

•* a J a 


para cualquier f acotada. La igualdad de las integrales inferiores se 
deduce de (30) exactamente de la misma forma. De aqui se deduce el 
teorema. 


6.18 Observacibn Los dos teoremas anteriores ilustran la generalidad y 
flexibilidad que son inherentes en el proceso de integration de Stieltjes. Si a 
es una funcion escal6n pura [este es el nombre que con frecuencia se da a las 
funciones de la forma (22)], la integral se reduce a una serie finita o infinita. 
Si a tiene derivada imegrable, la integral se reduce a una integral de 
Riemann ordinaria. Esto hace posible en la mayoria de los casos estudiar se¬ 
ries e integrales en forma simultanea, en vez de separadamente. 

Considerese un ejemplo fisico para ilustrar lo anterior. El momento de 
inercia de un alambre recto de longitud unitaria a traves de uno de sus extre- 
mos y con respecto a un eje, que forma un angulo recto con el alambre, es 

(33) f x 2 dm 

Jo 

en donde m(x) es la masa que se tiene en el intervalo [0, *]. Si se considera 
que el alambre tiene densidad continua p, esto es, si m '(x) = p(x), entonces 

(33) se vuelve 

(34) f x 2 p(x) dx. 

J 0 

Por otro lado, si el alambre esta compuesto de masas m, concentradas 
en puntos x i9 (33) se convierte en 


(35) 


I*? m i- 

i 


Es por esto que (33) contiene como casos especiales a (34) y (35), pero 
tambien contiene mucho mas; por ejemplo, el caso en el cual m es continua, 
pero no diferenciable en todas partes. 


6.19 Teorema (cambio de variable) Supdngase que v es una funcion con¬ 
tinua estrictamente creciente que mapea un intervalo [A,B] sobre [a,b\. Su- 
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pdngase tambien que a es mondtona creciente sobre [a,b] y f e ffl(a) sobre 
[a,b]. Si se define (3 y g sobre [A y B] por medio de 

(36) p(y) = «(<p(y))> S(y) =Avm 
Entonces g e &(($) y 

(37) f g dp = f / da. 

da 

Demos tracion A cada particion P = ..., x n ] de [a,b] le corres- 

ponde una particidn Q = \y 09 ..., y n \ de [A,B] y de tal manera que Xj 
— Todas las particiones de [A,B] se obtienen de esta forma. 

Como los valores tornados por/sobre [x ( _ x , x f ] son exactamente los 
mismos que los tornados por g sobre [>>_,, >>], se ve que 

(38) U(Q, g, fi) = U(P,f, a), L(Q, g, fi) = L(P,f, a). 

Debido a que / e 3Ha), P puede elegirse de tal manera que 
U(P,f,a) y L(P,f,a) esten proximas a j / da. De aqui (38) combinada 
con el Teorema 6.6 muestra que g e $?(/?) y que (37) se cumple. Esto 
completa la demostracion. 

Notese el siguiente caso especial: 

Tomando a(x ) = x. Entonces (3 = <p. Suponiendo <p' e 0t sobre 
[A,B], Si se aplica el Teorema 6.17 al miembro izquierdo de (37), se 
obtiene 

(39) £/(*) dx = f A f(<p(yW(y) dy. 

INTEGRACION Y DIFERENCIACION 

En esta seccion continuamos limitandonos a las funciones reales. Demostra- 
remos que la integracibn y la diferenciacion son, en cierto sentido, opera- 
ciones inversas. 

6.20 Teorema Sea f e M en [a,b\. Para a < x < b, hagamos 

F{x)=\ X f{t)dt. 

En estas condiciones, F es continua en [ a,b\, ademas, sifes continua en un 
panto X, de [ a,b ], F es diferenciable en x {) , y 


F\x 0 ) =f(x 0 ). 
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Demostracion Como / e &t, cs acotada. Supongamos |/(/)| < M 
para a < t < b. S\ a < x < y < b, sera 

| F(y) - F(x) | = |/V(0 dt <LM(y- x), 

por el Teorema 6.12(c) y ( d). Dado e > 0, vemos que 

lF(y)-F(*)| <e, 

con tal que \y — x\ < e/M. Esto demuestra la continuidad (en reali¬ 
dad la continuidad uniforme) de F. 

Supongamos, ahora, que / es continua en Dado e > 0, elija- 
mos d > 0, tal que 

\m~f(x 0 )\<s 

si | ^ | < <5 y a < t < b. Por tanto, si 

x 0 — 5<s<x 0 <f<Xo-f<5 y a < s < t < b 9 
tenemos, por el Teorema 6.12(d) 

—- 7 - ~/(* 0 ) = ^-\\m-Rx 0 )]du <6. 

Se deduce asi, que F'(x^) = /(x^) 

6.21 El teorema fundamental del csdculo. Si f e 0t sobre [ a,b] y si existe 
una funcidn diferenciable F sobre [a,b] tal que F' = f t entonces 

ff(x)dx = F(b)-F(a). 

da 

Demostracion Dado e > 0, elijase una partition P — ..», x „} de 

[a, b] 9 de tal manera que U(P,f) - L(P,f) < e. El teorema del valor 
medio proporciona los puntos t { e [x,_,, xj de tal manera que 

F(x t ) - F(x i _ l ) =f(ti) A Xi 

para / = Entonces 

f/Ud Ax, = F(b) - F(a). 
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Y del Teorema 6.7(c) se deduce ahora que 


m - m - f * Ax) dx 




Por que esto se verifica para cada e > 0, la demostrackm queda 
concluida. 


6.22 Teorema (integracion por partes) Si F y G son funciones diferen- 
eiables sobre [a,b], F' = / e 0t , y G* = g e Enionces 


f F(x)g(x) dx = F(b)G(b ) - F{a)G{a) - f / x)G(jc) dx. 

Demostraci^n Haciendo H(x) = F{x)G{x) y aplicando el Teorema 
6.21 a H y su derivada. Se ve claramente que H' e 91, debido al Teo¬ 
rema 6.13. 


INTEGRACION DE FUNCIONES VECTORIALES 

6.23 Defiflki6n Sean f x ,. f k funciones reales en \a,b] y f = (/j,..., f K ) 

la correspondiente apHcacion de \a,b) en R k . Si a es mondtona creciente en 
[a,b], decir que f e &(ct) significa que^" e &t(a) para j = k. En este 

caso, definimos 

jjda = |£ fxdcL,..., £ f k <h^. 

En otras palabras, J f da es el punto en R k cuya coordenada y-esima es j Jj da. 

Es claro que los apartados (a), (c) y (e) del Teorema 6.12 son validos 
para estas integrales con valores vectoriales; no hacemos mas que aplicar los 
resultados primitivos a cada coordenada. Lo mismo es cierto respecto al 
Teorema 6.17, 6.20 y 6.21. Como aclaracion, enunciamos el analogo al Teo¬ 
rema 6.21. 

6.24 Teorema Si f y F aplican [a,b] en R k , si f e 9t en [a,b] y F' = f, 
enionces 


Cf(t) dt = F (b) - F(a). 

da 

El analogo al Teorema 6.13(6) presenta, sin embargo, algun aspecto 
nuevo, al menos en la demostracion: 


6.25 Teorema Si f aplica [a,b] en R k y f € 01 (a) para alguna funcidn mo - 
riotona creciente a en [a,b) y enionces |f ] e ^(a) y 


( 40 ) 


pb pb 

j f d<x < [ |f| da. 

d a la 
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Demostracion Si f k son las componentes de f, 

(41) |f| =(/?+••• +/«f) 1/2 - 

Por el Teorema 6.11, cada una de las funciones / 2 pertenece a &(a), 
por lo que tambien su suma. Como x 2 es una funcibn continua de x , 
el Teorema 4.17 demuestra que la funcion raiz cuadrada es continua 
en [0, M], para todo numero real M. Si aplicamos una vez mas el 
Teorema 6.11, (41) demuestra que jf| e @(a). 

Para probar (40), hagamos y = (y,,..., y k .) donde y,■ = j da. 
Sera y = j f da, y 

I y 1 2 = I yf = I yj jfj da =/ (I yJi) da - 

Por la desigualdad de Schwarz, 

(42) I yjfft) ^ lyI l f (0l ( a ^ * <.by, 

por lo que el Teorema 6A2(b) implica 

(43) |y| 2 < ly| J |f| rfa- 

Si y = 0, (40) es elemental. Si y ^ 0, la division de (43) por | y | 
da (40). 

CURVAS RECTIFICABLES 

Terminamos este capitulo con un tema, de interes en geometria, que propor- 
ciona una aplicacibn de algo de la teoria precedente. Ei caso k = 2 (esto es, 
el caso de las curvas planas) es de importancia considerable en el estudio de 
las funciones analiticas de variable compleja. 

6.26 Pefinicion Una aplicacion continua y de un intervalo [a,b] en R k se 
llama curva en R k . Para hacer notar el intervalo del parametro se dice 

tambien que y es una curva sobre [ a,b J. 

Si 7 es uno-a-uno, y se llama arco . 

Si y(a) — y(b), se dice que es una curva cerrada, 

Debe observarse que se ha definido una curva como una aplicacion , no 
como un conjunto de puntos. Por supuesto que cada curva y en R k tiene 
asociado un subconjunto de R k 9 es decir el rango de 7 , pero que diferentes 
curvas pueden tener el mismo rango. 

A cada particion P = (.*;>,..., x „} de [a,b] y a toda curva 7 sobre \a r b] 
se le asocia el numero 

A(P, y) = £ I y(x ( ) - 

i~ 1 
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El termino /-esimo en esta suma es la distancia (en R k ) entre los puntos 
y(x } _,) y y(x,). En consecuencia A(P, 7 ) es la longitud de una trayectoria poli- 
gonal con vertices en 7 OO, 7 (^ 1 ). • • •, y(x„), conservando este orden. Confor- 
me la particion se hace mks fina, este poligono se aproxima al rango de 7 
cada vez mas. Esto hace razonable definir la longitud de 7 como 

A(y) = sup A CP, y), 

donde el supremum se toma sobre todas las particiones de d [a,b]. 

Si A( 7 ) < 00 , se dice que 7 es rectificable. 

En algunos casos, A( 7 ) se da como una integral de Riemann. Se de- 
mostrara esto para curvas continuamente diferenciables , es decir, para cur- 
vas 7 cuya derivada 7 ' es continua. 

6.27 Teorema Si 7 ' es continua sobre [a,b ], entonces 7 es rectificable, y 


J a 

Demostracion Si a < x l __ ] < x t < b y entonces 


b(^i) - y(jfi-i)l = 


f x< y'(t) dt <, f ‘ |/( 0 I*- 

J Xi- 1 J Xi -i 


Por consiguiente 


a (P, y) £ f 1/(01 * 

J a 

para cada particion P de [a,b]. En consecuencia, 

A(v)< f 1/(01 dt. 

J a 


Para demostrar la desigualdad opuesta, sea e > 0 conocido. 
Como 7 ' es uniformemente continua sobre [a,b], existe b > 0 tal que 

1/(0- /(0I<£ if|s-*|<<5. 

Sea P = {a;,, ..., x„ J una particion de [a,b], con Ax, < 5 para toda i. 
Si Xj _, < t < x i9 se deduce que 

!v'(OI < I y'(^i) l + ®- 
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Por tamo 

f * I /(0| dt < I r'(*i) I Ax t + e Ax t 

J Xi- 1 

= f * [y'(0 + /(*i) - /(01 dt + e Ax t 

J Xi-l * 

< r y'(t ) dt + p [f(x t )-y'(t)]dt 

J Xi- 1 J Xi-t 

K^i-i)l + 2e Ax,. 

Si se adicionan estas desigualdades, se obtiene 

f* I /(01 dt < A(P, y) + 2e(b — a) 

< A(y) + 2e(b - a). 


+ s Ax t 


Debido a que e era arbitrario, 

f 1/(01 dt<,A(y). 

Ja 

Esto completa la demostracibn. 


EJERCICIOS 

1. Suponer que a es creciente en [a,b]; a < x 0 < b; a es continua en Xq-, f(x 0 ) = 1, 
y fix) = 0 si x * Xq. Demostrar que / e 0t{a) y que ( f da = 0. 

2. Suponer que / > 0; / es continua en [a,b], y J f(x) dx = 0. Demostrar que f(x) 

= 0 para todo x e [a,b]. (Comparar con e! Ejercicio 1.) 

3. Definir tres funciones 0,, 0 2 , (3 3 como sigue: (3 f (x) = 0 si * < 0; 0j(x) = \ si x > 

0 paray = 1, 2, 3; y /?,(.0) = 0; /3 2 (0) = 1; 0 3 (O) = i- Sea/una funcion acotada 

en [—1, 1]. 

(a) Demostrar que / e si, y solo si/(0 + ) = /(0), y que 


jfdPx =/( 0 ). 


en este caso. 


(&) Plantear y demostrar un resultado similar para 0 2 . 

(c) Demostrar que / e (0 3 ) si, y solo si / es continua en 0. 

(d) Si / es continua en 0, demostrar que 


J fdPt = J fdp 2 = J fdp s =/(0). 

4 . Si /(*) = 0 para todo numero irracional x> y f(x) = 1 para todo racional x, de¬ 
mostrar que f 4 n [a,b] para un a < b. 
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5. Sup6ngase que / es una funci6n real acotada sobre [a,b]> y que f 2 e 01 sobre 
[a,b]. ^Se puede deducir que / e 0t ? Si se supone que/ 3 e 01, ^cambia la 
respuesta? 

6. Sea el conjunto de Cantor P construido en la section 2.44. Sea / una funcion real 
acotada sobre [0, 1J continua en cada punto que este fuera de P. Demostrar que 
/ g 01 sobre [0, 1]. Sugerencia : P puede cubrirse con un numero finito de seg- 
mentos cuya longitud total pueda hacerse tan pequena como se desee. Proceder 
de la misma forma que en el Teorema 6.10. 

7. Supongase que / es una funcion real definida sobre (0, 1] y que / e ^ sobre 
[c, 1] para cada c > 0. Se define 

\ X fix) dx = lim C f(x) dx 

J o c-» 0 J c 

si el limite existe (y es finito). 

(a) Si / g sobre [0, 1], mostrar que esta definieidn de la integral coincide con 
la definicion antigua. 

(b) Construir una funcion / tal que el limite anterior exista, aunque no exista 
cuando |/| se reemplace por /. 

8. Supongase que / e 01 sobre [a,b] para cada b > a con a fija. Se define 


f°7(*)rfx=Iim Cf(x)dx 

si el limite existe (y es finito). En este caso se dice que la integral de la izquierda 
converge. Si 6sta tambten converge despues de haber reemplazado / por |/|, en- 
tonces se dice que converge absolutamente. 

Supbngase ahora que f(x) > 0 y que / es monotona decreciente sobre 
[1, oo). Demostrar que 

J>>* 

converge si, y solo si 

00 

E m 

n = 1 


converge. (Este es el llamado “criterio de la integral’’ para la convergencia de 
series.) 

9. Mostrar que algunas veces puede aplicarse la integracibn por partes a las integra¬ 
ls “impropias” que se definieron en los Ejercicios 7 y 8. (Formular un teorema 
estableciendo las hipbtesis apropiadas y demostrarlo.) Por ejemplo mostrar que 


r 

Jo 1 + X Jo 


sen* . 

(T+S 3 *' 


Mostrar que una de estas integrales converge absolutamente , pero la otra no. 
Sean p y q dos numeros reales positivos tales que 


1 

P 



10 . 
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Demostrar lo siguiente: 

(#) Si u > D y v > 0, entonces 


La igualdad es cierta si, y solo si u p = v q . 

(b) Si / g &( a), g g ^(a), / > 0, g > 0, y 



entonces 


J fg dec < 1 . 

(c) Si / y g son funciones complejas en ^(<v), entonces 

Jy**«| ^{Jj/!'<*«} • 

Esta es la desigualdad de Holder. Cuando p = q = 2, se llama comunmente de- 
sigualdad de Schwarz. (N6tese que el Teorema 1.35 es un caso muy especial de 
esta.) 

(d) Mostrar que la desigualdad de Holder tambien es verdadera para las integra- 
les “impropias” que se describieron en los Ejercicios 7 y 8. 

11. Sea a una funciOn creciente fija sobre [a,b]. Si u g &(a) se define 


ii«iu = |J M 2 <faj • 

Supongase que /, g, h g $£(a), y demuestrese la desigualdad del tri&ngulo 
ll/-*lla^ll/-^lla+ IU —Alia 

como una consecuencia de la desigualdad de Schwarz, de la misma manera que 
en la demostracion del Teorema 1.37. 

12. Con las notaciones del Ejercicio 11, supbngase que f e (a) y fi > 0. Demostrar 
que existe una funciOn continua g sobre [a,b] tal que 11/ — g 11 2 < 2 * 

Sugerencia: Sea P = x n ) una partition adecuada de [ a,b ], y 

definase 




t— Xt-1 


/(*,) 


si x,-i<t <,x t . 
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13. Si se define 


/(*) = J* + 'sen (/*)</*. 

(cr) Demostrar que |/(x)| < \/x si x > 0. 

Sugerencia : Hacer t 2 = u e integrar por partes, para mostrar que f(x) es 
igual a 

cos (* 2 ) cos [(x + l) 2 ] r ix+ 1)2 cos u 
~lk 2(*+l) ~Ki W 2 ™' 

Reemplazar cos u por — 1. 

( b) Demostrar que 

2xf(x) = cos (x 2 ) — cos [(x + l) 2 ] 4 - r(x) 
en donde | r(x) | < c/x y c es una constante. 

(c) Encontrar los limites superior e inferior de xf(x)> cuando x — oo. 

(d) ^Converge sen (/ 2 ) dtl 


/(*) = f sen (e*) dt. 

j X 

Mostrar que 

e x \f(x)\<2 

y que 

e x f (x) — cos (e x ) — e~ l cos (e x+1 ) + r(x), 

en donde | r(x) | < Ce~ x , para alguna constante C. 

15. Supongase que /es real, y continuamente diferenciable sobre [a,b] y f(a) = f(b) 

= 0, y 

£/*(*)<&« i. 

Demostrar que 

I* xf(x)f'(x) dx = — i 

J a 

y tambien que 

J U\x)Y dx • J x 2 f\x) dx > i. 

16. Para 1 < s < oo, se define 
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(Esta es la funcion zeta de Riemann, que es muy importante en el estudio de la 
distribution de los numeros primos.) Demostrar que 




<*> 


en donde [x] representa el entero mayor < x. 

Demostrar que la integral del apartado ( b) converge para todo s > 0. 

Sugerencia : Para demostrar (a), calcular la diferencia entre la integral sobre 
[1, N] y la rt-esima suma parcial de la serie que define a $*(s). 

17. Supongase que a crece monotonamente sobre [ a,b ], que g es continua, y g(jc) = 
= G'(x) para a < x < b. Demostrar que 

J «(*)£(*) dx = G(b)<x(b) - G(a)a(a) - Jc doc. 

Sugerencia : Tomar g real, sin perder generalidad. Dado P = |^, 
x n \ y elegir /, g x,) de tal manera que g(t,) Ax, = G(x,) - G(x / _|). Mostrar 

que 


E oc(x t )g(tt) Ax i = G(6)a(6) - G(a)a(a) - £ Aa,. 

ini 

18. Sean 7 ,, 7 2 , 73 , curvas en el piano complejo, definidas en [0, 2i r] por 


yi(0 = y 2 (0 = c 2 ", y 3 (/) = e 2n “ sen (1/t) . 

Demostrar que estas tres curvas tienen el mismo rango que 7 , y 7 2 son rectifi- 
cables, que la longitud de 7 , es 27r, que la de y 2 es 4tt y que 73 no es rectificable. 

19. Sea 7 , una curva en R k , definida eh [a,b]\ sea 0 un mapeo 1-1 continuo de [c,d] 
sobre [ a,b ], tal que 0 (c) = a, y definamos 7 2 (s) ~ 7 , ( 0 (*y)). Demostrar que y 2 es 
un arco, una curva cerrada simple o una curva rectificable, si y solo si es cierto lo 
mismo para 7 ,. Demostrar que 7 2 y y { tienen la misma longitud. 
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SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES 


En el presente capitulo limitaremos nuestra atencion a las funciones de va¬ 
riables complejas (en ellas incluiremos, naturalmente, las de valores reales) 
aunque muchos de los teoremas y demostraciones que siguen se amplian sin 
dificultad a las funciones vectoriales, e incluso a los mapeos en espacios 
metricos en general. Elegimos el trabajar en este marco reducido para fijar la 
atencibn en los aspectos mas importantes de los problemas que se presentan 
cuando se varia el orden en los procesos de limites. 

DISCUSION DEL PROBLEMA PRINCIPAL 

7.1 Definicibn Supongamos que {f„], con n = 1, 2, 3, ..., es una sucesibn 
de funciones definidas en un conjunto E, y que la sucesibn de numeros 
l f n (x)} converge para todo x e E. Podemos definir una funcibn/ por 

(1) /(•*) = Iim/„(x) (x e E). 

M -+00 

En estas circunstancias, decimos que [f n ) converge en E y que / es el 
limite o la funcidn itmite, de \f n \. A veces, utilizaremos una terminologia 
mbs expresiva y diremos que «[f n ) converge hacia /puntualmente en £», o 
bien, «en cada punto de E », si se cumple (1). Del mismo modo, si £/„(*) 
converge para todo x e E y definimos 
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(2) /(*)=£/„(*) (xeE), 

n— 1 

a la funcion / se le llama suma de la serie Lf r 

El principal problema que se presenta es el de determinar que pro- 
piedades de las funciones se conservan con las operaciones de limites ( 1 ) y 

(2) . Por ejemplo, si las funciones f n son continuas, o diferenciables o in¬ 
tegrates, ^sucede lo mismo con la funcibn limite? ^Cuales son las relaciones 
entre f' y /' o entre las integrates de f, y la de /? 

Decir que / es continua en x significa que 

lim f(t) =/(*). 

Por tanto, preguntar si el limite de una sucesion de funciones continuas es 
continuo, es lo mismo que preguntar si 

(3) lim lim/„(/) = lim lim/„(0> 

t~>x n-> oo n~> cc t~+x 

esto es, si no importa el orden en que se aplica el proceso de limites. En el 
primer miembro de (3), hacemos primero n — oo, y luego, t — x; en el se- 
gundo, primero t -+ x, y luego, n -* oo. 

Vamos a demostrar, por medio de ejemplos que, en general, no se 
puede variar el orden en los procesos de limites sin afectar al resultado. Des¬ 
pues demostraremos que, en ciertas condiciones, no tiene importancia este 
orden. 

El primer ejemplo, y el mcis sencillo, se refiere a una «sucesi 6 n doble». 
7.2 Ejemplo Para m = 1, 2, 3,... y n = 1, 2, 3,... sea 

m 


Para todo n prefijado, sera 

lim s mfn = 1, 

m-* oo 


de modo que 

(4) lim Um s m<n = 1. 

oo m~* cc 

Por otro lado, para todo m prefijado 

lim s m<n = 0, 



de modo que 
(5) 
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Hm Hm s mt „ = 0. 

m-* oo n-> oo 


7.3 Ejemplo Sea 


x 


U x ) = T j n (xreal; n = 0, 1,2, ...), 


y consideretnos 

( 6 ) 


fix) = I /„(*) = I 


L-i , v 2\i 

« = 0 n -0 (1 + * ) 


2 \« 


ComoX(0) = 0, tenemos que/(0) = 0. Para x ^ 0, la ultima serie de (6) es 
una serie geometrica convergente con suma 1 + a : 2 (Teorema 3.26). Por tanto, 


(7) 


fix) = I® 


+ JT 


(x = 0 ), 

(x * 0), 


de forma que una serie convergente de funciones continuas puede tener una 
suma discontinua. 


7.4 Ejemplo Para m = 1, 2, 3,..., hagamos 

/ (x) = lim (cos m\nx) 2n . 

oo 

Cuando mix es entero, f m (x) = 1. Para todo otro valor de x, f m (x) — 0. Sea 
ahora 


fix) = Hm f m {x). 

m~* oo 

Para x irrational, f„,(x) = 0 para todo w, por lo cual /(x) = 0. Para x ra- 
cional, es decir, x = p/q , siendo p y q enteros, vemos que mix es entero si 
m > q, de modo que /(x) = 1. Por tanto 


( 8 ) 


lim lim (cos m\nx) 2n — C 

m-* oo n~* oo l 1 


(a: irracional), 
(x racional). 


Hemos obtenido, asi, una funcion limite discontinua en todas partes 
que no es integrable, segun Riemann (Ejer. 4, Cap. 6). 


7.5 Ejemplo Sea 


fnix) = 


sen nx 

Jn 


(9) 


(xreal, n = 1, 2, 3,...), 
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y 

fix) = \{mf n {x) = 0. 

n-*>oo 

Entonces, fix) = 0, y 

fix) = cos nx, 

de modo que no converge hacia /'. Por ejemplo, 

f'ff) = Jn -► + oo 

cuando n — oo, mientras que/'( 0 ) = 0 . 

7.6 Ejemplo Sea 

( 10 ) / n (x) = n 2 x{\ — x 2 )” (Q < x < 1 , « = 1, 2, 3, .. .)• 

Para 0 < x < 1, tenemos 


lim/„(x) = 0 , 

n-+ oo 

por el Teorema 3.20 (d). Como /„(0) = 0, vemos que 
( 11 ) Hm/„(x) = 0 (0 <; x < 1 ). 

n~> oo 

Un dtlculo sencillo demuestra que 

f 1 JC(1 -x 2 fdx = ~ ^ 

J n 2n + 2 


Asl, pues, a pesar de (11) 


//■ w,t, -5rr2- +00 


cuando n — oo. 

Si sustituimos en (10) n 2 por n, se cumple todavia ( 11 ), pero, tenemos 


Urn Cf„(x) dx = lim —= \, 

ii~* oo •'O n-*ao 2n + 2 2 


cuando 


f lim/ n (x) </x = 0 . 
•'o Ln-^oo 



SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES 157 


Asi, pues, el limite de la integral no es necesariamente igual a la integral del 
limite, aun cuando los dos sean finitos. 

Despues de estos ejemplos que demuestran que podemos cometer un 
error si se invierte el orden del proceso de limites descuidadamente, definire- 
mos una nueva forma de convergencia, mas severa que la puntual que apare- 
ce en la Definition 7.1, que nos permitira llegar a resultados positivos. 

CONVERGENCIA UNIFORME 

7.7 Definici6n Decimos que una sucesidn de funciones [f n ) con n ~ 1,2, 
3,..., converge uniformemente en E hacia una funcion / si para cada e > 0 
hay un entero N tal que n > N implica 

( 12 ) 1/nO) -f(x) | < e 
para todo x e E. 

Es ciaro que toda sucesi 6 n uniformemente convergente es puntualmen- 
te convergente. Concretamente, la diferencia entre los dos conceptos es la si- 
guiente: si \f n J converge puntualmente en E y existe una funcion / tal que, para 
todo e > 0 y cada x e E, hay un entero N , que depende de e y de x , tal que 
se cumple (12) si n > N\ si \f n \ converge uniformemente en E , es posible 
hallar, para cada e > 0 un entero N tal que lo hace para todo x e E. 

Decimos que la serie £/,(*) converge uniformemente en E si la suce- 
sion \s n } de sumas parciales definidas por 

E /<(*) = J nW 

i= 1 

converge uniformemente en E. 

El criterio de Cauchy sobre convergencia uniforme es el siguiente: 

7.8 Teorema La sucesion de funciones ]f n j, definida en E, converge uni¬ 
formemente en E si y solo si para cada e > 0 existe un entero N tal que m 

> N; n > N; x g E implica 

(13) 1/nW | < £• 

Demostracion Supongamos que [f n | converge uniformemente en £, y 
sea / la funcion limite. Entonces, existe un entero N tal que n > N 
y x e E implica 

\m -m\ 5^, 

de modo que 

i m -fjx) i ^ i m -m \ + i/w -/ m w i < e 


si n > N\ m > N, y x e E. 
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Inversamente, supongamos que se cumple la condicibn de 
Cauchy. Por el Teorema 3.11, la sucesibn \f n {x )| converge, para todo 
x , hacia un limite que podemos llamar fix). Asi pues, la sucesibn ]f tl ) 
converge en E hacia /. Tenemos que demostrar que la convergencia es 
uniforme. 

Sea e > 0 dado, y elijamos N tal que se'Cumpla (13). Fijemos n 
y hagamos m — oo en (13). Como f m (x) — f(x ) cuando m — oo, esto 
da 


(14) l/„(*) ~f(,x) | < e 

para cada n > N y todo x e £, lo que completa la demostradon. 
El criterio siguiente es util algunas veces. 

7.9 Teorema Supongamos 

lim/„(x) =f(x) (x e E). 


Hagamos 


M n = sup \f„(x) -f{x) |. 

Entonces, f„-~f uniformemente en E si y solo si M„ — 0 cuando w — oo. 

Como esto es consecuencia inmediata de la Definicion 7.7, omitimos 
los detalles de la demostracibn. 

Hay un criterio de convergencia uniforme muy conveniente para las se¬ 
ries, debido a Weierstrass: 

7.10 Teorema Supongamos que \f n ) es una sucesion de funciones defini- 
das en E , y supongamos 

|/ b (x)|^M„ (xeE, n = 1,2, 3, ...)• 

En estas condiciones, Lf, converge uniformemente en E si LM n converge. 

Observese que no se afirma la inversa (y de hecho, no es cierta). 


Demostradon Si LM n converge, para e > 0 arbitrario, 


E/iC*) 

i-n 


m 


< £ M t <e 


(x e E), 
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oon tal que my n sean suficientemente grandes. La convergencia uni- 
forme, se deduce del Teorema 7.8. 

CONVERGENCIA UNIFORME Y CONTINUIDAD 

7.11 Teorema Supongamos que f n — / uniformemente en un conjunto E 
en un espacio m&trico . Sea x un pun to de acumulacidn de E, y supongamos 
que 

(15) lim f„(t) = A n (n = 1,2,3,...). 

[A„ ( convergera, y 

(16) Km fit) — Km A n . 

t-+x m-+ oo 

En otras palabras, la condusidn es que 

(17) Km Km f„(t) = li m li m /„(/)• 

f —► jc h-*-® n-> co t-*x 

Demostraci m Sea e > 0 dado. Por la convergencia uniforme de 
[f n i, existe N tal que n > N; m >: N, y t e E implies 


(18) 




Haciendo / — x en (18), obtenemos 


\A n -A m \<e 


para n > N, m >: N, de modo que \A„ j es una sucesion de Cauchy y, 
por tanto, converge, digamos que hacia A. 

Ahora, 

(19) 1 fit) — A \ <, 1 fit) -/ft) | + \fft) -A t \+{A„-A\. 

Elijamos, primeramente n de modo que 

< 2 °> i/xo-/„« i <| 

para todo t e E (lo que es posible por la convergencia uniforme) y tal 
que 

(21) \A n -A\<y 
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Entonces, para este n, elijamos una vecindad V de x tal que 


( 22 ) 


l/»(0 - A n | < £ - 


Si t e V n E, t±x. 

Sustituyendo las desigualdades (20) a (22) en (19), vemos que 

1/(0 -A\ge, 

siempre que t e V n E, t^x. Lo que equivale a (16). 

7.12 Teorema Si \f n ) es una sucesidn de funciones continuas en E, 
y si X — / uniformemente en E, f es continua en E. 

Este importantisimo resultado es un corolario inmediato del 
Teorema 7.11. 

El inverso no es cierto; esto es, una sucesion de funciones conti¬ 
nuas puede converger en una funcion continua, aunque la convergen¬ 
ce no sea uniforme. En 7.6 se tiene un ejemplo de ello (para verlo, 
aplicar el Teorema 7.9). Pero hay casos en los que podemos afirmar 
el inverso: 

7.13 Teorema Si K es compacto , y 

(a) [f„ j es una sucesidn de funciones continuas sobre K> 

(b) \f„ \ converge puntualmente a una funcion continua f sobre K y 

(c) fn(x) > f n + fx) para todo x e K, n = 1,2, 3,..., 

Entonces f — f uniformemente sobre K. 

Demostracion Si se hace g„ — f n — f Entonces g„ es continua, g„ 

— 0 puntualmente, y g n > g„ + ,. Se tiene que demostrar ahora que g n 

— 0 uniformemente sobre K . 

Dado e > 0, sea K n el conjunto de todos los x e K con g n (x ) > 
e. Como g n es continua, K n es cerrado (vease el Teorema 4.8), por ende 
tambien es compacto (vease el Teorema 2.35). Ya que g n > g„ + 1 , se 
tiene K n 3 K n + ,. Fijemos x e K. Debido a que g„(x) — 0, es evidente 
que jc 4 K n si n ts suficientemente grande. Por esto x 4 f] Dicho 
de otro modo, P| K„ es vacio. 

Por lo tanto K s es vacio para algun N (vease el Teorema 2.36). 
Con esto se deduce que 0 < g„(x) < e para todo x e K y todo n > 
N. Esto demuestra el teorema. 

Notese que la compactibilidad es necesaria aqui. Por ejemplo, si 

f n (x) = — 7-7 (0<x<l ; n = 1, 2, 3, ...) 

nx + 1 
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entonces f n (x) — 0 mon6tonamente en (0, 1), pero la convergencia no es 
uniforme. 

7.14 Definition Si X es un espacio metrico, &(X) representara al conjun- 
to de todas las funciones valuadas en los complejos con dominio X , conti- 
nuas y acotadas. 

[Ndtese que la acotabilidad es redundante si X es compacto (vease el 
Teorema 4.15). Entonces tf(X) consta de todas las funciones complejas con- 
tinuas definidas sobre X si X es compacto.] 

A cada / e # (.Y) se le asocia su norma suprema 

ll/ll = sup I/O) |. 

xeX 

Como se admite que / es acotada, ||/|| < oo. Es obvio que ||/|| =0 solo si 
f(x) = 0 para cada x e X, es decir, solo si / = 0. Si h = / + g, entonces 

\Kx)\£ \f(x)\+ \g(x) | < It/ll + ||g|| 

para todo x e X\ de aqui que 

||/+g|| ^ ||/||+ w. 

Si se define la distancia entre/ e &(X) y g e ^ (X) como \\f - g||, 
se deduce que se cumplen los axiomas 2.15 para una metrica. 

Entonces se ha vuelto &(X) un espacio metrico . 

El Teorema 7.9 puede volver a redactarse como sigue: 

Una sucesion [fj converge hacia f con respecto a la metrica de ^(X) 
si, y solo si f n — / uniformemente sobre X. 

De acuerdo con esto, los subconjuntos cerrados de %>(X) se llaman a 
veces conjuntos uniformemente cerrados , la cerradura de un conjunto stf a 
(A") se dice que es cerradura uniforme , y asi sucesivamente. 

7.15 Teorema La metrica anterior hace de & (X) un espacio metrico 
completo . 

Demostracion Sea [f„\ una sucesion de Cauchy en X ). Esto 

quiere decir que a cada e > 0 le corresponde un N tal que || f, - 
— f„ || < a si n > N y m > N. Se deduce (por el Teorema 7.8) que 
hay una funcion / con dominio X para la cual [f „} converge uniforme¬ 
mente. Y por el Teorema 7.12, / es continua. Ademas, / es acotada, 
por que hay un n tal que \f(x) - f,(x) | <1 para todo x e X, y f n es 
acotada. 
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Entonces / e #( X ), y debido a que f„ — f uniformemente 
sobre X, se tiene que 11/ - /, || — 0 cuando n — oo. 

CONVERGENCIA UNIFORME E INTEGRACION 

7.16 Teorema Sea a mondtona creciente sobre [ a,b ]. Supdngase que f„ e 
&t(a) sobre [a,b], para n = 1, 2, 3,.. ., y que f„ — / uniformemente sobre 
\a,b]. Entonces f e ^(a) sobre [a,b], >> 

f <> 

(23) fdcc = lim J /„ 

Ja n~*oo J a 

(La existencia del limite en (23) es parte de la conclusion.) 

Demostracion Es suficiente demostrarlo para /, real. Se hace 

(24) s„ = sup \f„(x) -f{x) |, 

el supremum se ha tornado sobre a < x < b. Entonces 
fn-Zn £f£f n + e„, 

de manera que las integrals superior e inferior de / satisfacen (vease 
la Definition 6.2), 

(25) | (/„ - e„) da <\fda <jfda<j (/„ + e„) dec. 

En consecuencia 

0 < J fda - j fdcc < 2e„[a (b) - a(a)]. 

Como e„ — 0 cuando n — oo (por el Teorema 7.9), las integrals su¬ 
perior e inferior de / son iguales. 

Entonces / e Otra aplicacidn de (25) produce ahora 

(26) f f doc — f f n da < e n [a(b) - a(a)]. 

J a J a 

Esto implica (23). 

Corolario Si f„ e 01(a) en [a,b], y si 

fix) = £ ffx) (a <,x < b), 
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convergiendo la serie uniformemente en [a,b], entonces 

r b 00 »b 

f fda = E f /, da. 

•'a I) SB 1 J Q 

En otras palabras, las series pueden ser integradas termino a termino. 

CONVERGENCIA UNIFORME Y DIFERENCIACION 

Hemos visto ya, en el Ejemplo 7.5, que la convergencia uniforme de \f„ \ no 
implica nada sobre la sucesion [f„ j. Asi pues, se necesitan hipotesis mas rigu- 
rosas para asegurar que/„' — /' si /„ — /. 

7.17 Teorema Supongamos que \f n ] es una sucesidn de funciones, diferen- 
ciables en [a,b] de modo que converge para algtin punto x^, en ( a,b ]. 

Si {[',] converge uniformemente en [a,b\, \f„ | converge uniformemente en 
[a,b] hacia una funcidn f, y 

(27) f'{x) = Hm/„'(*) (a^x^b). 

n~* oo 

Demostracion Sea e > 0 dado. Elijamos N tal que n > N, m > N, 
implica 

(28) l/»(^o) -fm(x 0 ) | < | 
y 

(29) L m -m I < 0— (a <.t <, b). 

Si aplicamos ei teorema del valor medio 5.19 a la funcion/, 

- f m (29) demuestra que, 

oo) \m-fjx) -m +/jt ) i < ^0 < s - 

para cualesquiera x y t en [a,b], si n > N, m > Af. La desigualdad 
I/„(*) | < |/„(*) ~fjx) -f n (x 0 ) +/ m (X 0 ) | + |/„(X 0 ) ~fJX 0 ) | 

implica, por (28) y (30), que 

!/„(*) -fjx) \ < e (a ^ x < b, n > N, m > N), 


de modo que \f n } converge uniformemente en [a, b]. Sea 
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/(*) =lim/„(x) (a <x < b). 


Fijemos un punto x en [a,b,] y definamos 


(31) 


uo = 


fn(t) -f„(x) 


m = 


m -m 

t — x 


t — x 

para a < t < b y t ^ x. Sera 
(32) lim 6,(0 =/„'(*) (« = 1,2,3,...). 

t~>X 

La primera desigualdad de (30) demuestra que 

e 


I0»(O “ 0m(O I < 


2(b - a ) 


(n > N, m > N ), 


de modo que {<£„) converge uniformemente, para t i= x. Como [f„ | 
converge hacia /, deducimos de (31) que 

(33) lim = 4>{t) 

n~* oo 

uniformemente para a < ( < ft y ( ^ i. 

Si aplicamos, ahora, el Teorema 7.11 a (</>„), (32) y (33) de¬ 
muestra que 


lim <f>(t) = lim/„'(x); 

t-»-x n->oo 

y esta es (27), por la definition de 0(0- 

Observation : Si adem&s de las hipbtesis anteriores, se admite la conti- 
nuidad de las funciones se puede dar una demostracion mucho mas corta 
de (27), basada en el Teorema 7.16 y el teorema fundamental del calculo. 

7.18 Teorema Existe una funcidn real continua sobre la recta real que es 
no diferenciable en ninguna parte . 

Demostracion Se define 

(34) <p(x) = \x | (- 1 ^ x < 1) 

y se amplia la definition de <p(x) para toda x real pidiendo que 


(35) 


(p(x + 2) = (p(x ). 
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Entonces, para todo s y t> 

(36) \(p(s)-(p(t)\ <, 

En particular, <p es continua sobre R l . Se define 

(37) /(*)=£ aw4-Jc). 

n = 0 

El Teorema 7.10 muestra que la serie (37) converge uniformemente 
sobre Z? 1 , ya que 0 < <p < 1. Por el Teorema 7.12, / es conti¬ 
nua sobre R ] . 

Si ahora se fijan un numero real * y un entero positivo m y se 

hace 


(38) 8m=±i . 4 - m 

donde el signo se elige de tal forma que no este ningun entero entre 
4 m x y 4 m (x + 8 m ). Esto puede hacerse ya que 4 m 1 8,„ | = Entonces 
se define 


(39) 


<p{4"(x + 6j) - <p(rx) 


Cuando n > rr\ entonces 4"8 m es un entero par, asi que y„ = 
= 0. Cuando 0< n < m, (36) implica que \y„\ < 4". 

Debido a que y,„ \ = 4"', se concluye 


fix + 8J -f(x) 



m— 1 


> 3 m - X 3" 

n — 0 


= i(3 m + 1). 


Conforme m — oo, <$ m ^ 0. Se deduce que / no es diferenciable en x . 


FAMILIAS EQUICONTINUAS DE FUNCIONES 

En el Teorema 3.6 vimos que toda sucesion acotada de numeros complejos 
contiene una subsucesion convergente; y se plantea, ahora, la pregunta de si 
sucede algo similar con las sucesiones de funciones. Para concretar mas, de- 
finiremos dos clases de acotacion. 


7,19 Definicion Sea \f n ] una sucesion de funciones definidas en un con- 
junto E . 
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Decimos que {f m ] es acotada puntualmente en E si la sucesi6n {/, (x)} es 
acotada para cada x e E, esto es, si existe una funcion 0 con valores finitos 
en E tal que 

!/„(*)! < 4>(x) (xeE,n = 1,2, 3,.. .)• 

Decimos que [f„] es uniformemente acotada en E si existe un numero 
M tal que 

\f n (x)\<M (x eE,n= 2,3,.. .). 

Si \f n \ es acotada puntualmente en E y E ] es un subconjunto numerable 
de E, es siempre posible hallar una subsucesibn [f„ k ) tal que \f„ k (jc) } converge 
para todo x e E } , lo que puede hacerse por el proceso de la diagonal, utiliza- 
do en la demostracibn del Teorema 7.23. 

Sin embargo, aun si \f n \ es una sucesibn uniformemente acotada de 
funciones continuas en un conjunto compacto E, no es necesaria la existen¬ 
ce de una subsucesibn que converja puntualmente en E. En el ejemplo dado 
a continuacibn, seria fatigoso demostrarlo con los medios de que dispone- 
mos hasta este momento, pero la demostracibn es muy sencilla si se recurre a 
un teorema del capitulo 11. 

7.20 Ejemplo Sea 

f n (x) = sen nx (0 ^ x <> In, n = 1, 2, 3, ...). 

Supongamos que existe una sucesibn \n k ) tal que (sen n k x\ converge para to- 
do x e [0, 2 tt]. En este caso, debemos tener 

lim (sen«*x — sen n k+l x) = 0 (0 < x <2n); 

*-►00 

y de aqui 

(40) Urn (sen n k x — sen n k + l x) 2 =0 (0 < x < 2k). 

*-►00 

Por el teorema de Lebesgue, referente a la integracion de sucesiones conver- 
gentes acotadas (Teorema 11.32), (40) implica 

»2n 

(41) lim (sen n k x —sen n k + X x) 2 dx = 0. 

k^oo^O 

Pero un calculo sencillo muestra que 
f 2n 

(senw A x — sen n k+l x) 2 dx = 2n , 

•*0 

lo que contradice a (41). 
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Otra duda que puede plantearse, es si toda sucesidn convergente con- 
tiene una subsucesidn uniformemente convergente. El pr6ximo ejemplo de- 
muestra que no sucede necesariamente asi, aun si la sucesidn es uniforme¬ 
mente acotada en un conjunto compacto. (El Ejemplo 7.6 demuestra que 
una sucesidn de funciones acotadas puede converger sin ser uniformemente 
acotada; pero se ve inmediatamente que la convergencia uniforme de una su¬ 
cesidn de funciones acotadas implica la acotacidn uniforme.) 

7.21 Ejemplo Sea 


+ 1,2,3,...). 

Entonces, \f n (x)\ <1, de modo que [f n \ es uniformemente acotada en [0, 
1]. Adem&s, 

lim/ rt (x) = 0 (0 ^ x ^ 1), 


pero 


/»Q = 1 (» = 1,2,3,...), 

de modo que ninguna subsucesidn puede converger uniformemente en [0, 1]. 

En la siguiente definicidn, se da el concepto de equicontinuidad que 
nos es necesario en este punto. 

7.22 Definicidn Se dice que una familia ^de funciones complejas / defi- 
nidas en un conjunto E en un espacio metrico X es equicontinua en ZT, si pa¬ 
ra cada e > 0, existe un 5 > 0 tal que 

\m-f(y)\<e 

siempre que d{x,y) < 6; x e E\ y e y / e $F. Aqui, d expresa la metrica 
de X. 

Es claro que todo miembro de una familia equicontinua es uniforme¬ 
mente continua. 

La sucesidn del Ejemplo 7.21 no es equicontinua. 

Los Teoremas 7.24 y 7.25 mostrar&n que hay una relacidn bastante 
marcada entre la equicontinuidad y la convergencia uniforme de sucesiones 
de funciones continuas. Pero primero se describir& un proceso de seleccidn 
que nada tiene que ver con la continuidad. 
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7.23 Teorema Si [ f„] es una sucesidn puntualmente acotada de funciones 
complejas sobre un conjunto numerable E, entonces \f„ j tiene una subsuce- 
sidn \f„ k ( tal que \f„ k (x) j converge para cada x e E. 

Demostracion Sean {*;}, i = 1, 2, 3,, los puntos de E , ordenados 
en una sucesidn. Como \f n (x x )} es acotada, existe una subsucesidn que 
se representar& por {/J *}, tal que {/J *(*,)} converge cuando k -+ oo. 

Considerense ahora las sucesiones S i9 S l9 *%,..., que se repre- 
sentar&n por medio del arreglo 

/l,l fl ,2 fl, 3 fl t 4 
$2 : fl,l fl ,2 fl ,3 fl A 

^3 : /3,1 fz ,2 fz,3 fzA 
y que tienen la siguientes propiedades: 

(a) S n es una subsucesidn de S„_,, para n = 2, 3, 4,_ 

( b ) \f ntk {x n )} converge, cuando k — oo (la acotabilidad de 
hace posible que S n pueda elegirse de esta forma); 

(c) El orden en el que aparecen las funciones es el mismo en cada 
sucesion; es decir, si una funcion precede a otra en S ]9 estan en la 
misma relacidn en cada S„, hasta que desaparecen una u otra. De aqui 
que, cuando se pasa una fila del cuadro anterior a la inmediatamente 
inferior, las funciones pueden transladarse hacia la izquierda, pero 
nunca hacia la derecha. 

Sigamos ahora, la diagonal del arreglo; es decir, considerese la 
sucesidn 


S'- fl,l fl,2 fz ,3 / 4 , 4 *“- 

De (c) se tiene que la sucesidn S (excepto posiblemente sus primeros n 

— 1 terminos) es una subsucesion de S n9 para n = 1, 2, 3,_En 

consecuencia ( b ) implica que {f„„ (x,)) converge, cuando n — oo, para 
cada Xj e E. 

7.24 Teorema Si K es un espacio metrico compacto yf n e<& ( K ) para n = 
= 1, 2, 3,..., y si [f„] converge uniformemente sobre K, entonces \f n j es 
equicontinua sobre K . 

Demostracion Sea e > 0 dado. Como [f n ) converge uniformemente, 
hay un entero N tal que 


(42) 


II/, - All < * (n > TV). 
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(Vease la Definici6n 7.14.) Debido a que las funciones continuas son 
uniformepiente continuas sobre conjuntos compactos, hay un 6 > 0 
tal que 


(43) l/X*) ~fi(y) I < e 

si 1 < / < N y d(x,y ) < 5. 

Si n > N y d(x,y), se deduce que 

!/„(*) -fn(y) I ^ \fn(x) -Mx) I + \/n(x) ~ f N O') I + 1/wOO “/-O') I < 3fi- 

Y junto con (43), queda demostrado el teorema. 

7.25 Teorema si K es compacto, f n e K ) para /? = 1, 2, 3,..., y si \f n } 

es acotada puntualmente y equicontinua sobre K, entonces 

(а) \f n j es uniformemente acotada sobre AT, 

(б) t/„ 1 contiene una subsucesidn uniformemente convergente . 

Demostracion 

(a) Sea s > 0 conocido y elijase 6 > 0, de acuerdo con la Definicidn 
7.22, de manera que 

(44) \ffx)- fn{y )\ <e 

para todo /t, siempre que d(x,y ) < 6. 

Como A" es compacto, hay un numero finito de puntos p, ,..., 
p r en K tal que para cada x e K corresponde a) menos un p con 
d(x,Pj) < 5. Ya que j es acotada puntualmente, existe M f < oo tal 
que i/,(p,)| < M t para todo /?. Si M = max (M,,..., Af r ), entonces 
|/(x)| < M + £ para cada x e K. Esto demuestra (a). 

(Z/) Sea E un subconjunto denso numerable de K. (Vease el Ejercicio 
25 del Cap. 2 para la existencia de tal conjunto E.) El Teorema 7.23 
muestra que \f n ) tiene una subsucesion \f \ tal que \f„ (x)} converge 
para cada x e E. 

Haciendo f = g i9 con el propdsito de simplificar la notacibn. 
Se probara que {gj converge uniformemente sobre K . 

Sea e > 0, y tbmese 5 > 0 como al inicio de esta demostracion. 
Sea V(x,6) el conjunto de todos los y € K con d(x,y) < 6. Como E es 
denso en K, y K es compacto, hay un numero finito de puntos at, ,..., 
x m en E tales que 


(45) 


KcV( Xl ,S)u-uV(x m ,S). 



170 PRINC1PIOS DE ANAUSIS MATEMAT1CO 


Ya que (£(*)) converge para cada x e E, hay un entero N tal 
que 


(46) IgiOO - Sj(x s ) | < e 

siempre que i > NJ > TV, 1 < s < m. 

Si x e K, (45) muestra que x e V(x sf d) para algun 5, de manera 

que 


lg ( (*) - gi(x s ) I < £ 

para cada i. Si / > N y j > N, se deduce de (46) que 

|2i(*) ~gj(x) | ^ \gt(x) - g,(x s ) | + |g,(x s ) ~gj(x s ) | + |gy(x s ) -gj(x) | 

< 3e. 

Esto completa la demostracidn. 

TEOREMA DE STONE-WEIERSTRASS 

7.26 Teorema Si f es una funcidn compleja continua en [ a,b ], existe una 
sucesidn de polinomios P n , tal que 

lim/*„(*) =f(x) 

n-*oo 

uniformemente en [a,b,]. Si f es real , se deben tomar los P n reales . 

Esta es la forma en que el teorema fue enunciado originalmente por 
Weierstrass. 

Demostraci6n Admitiremos, sin pfcrdida de generalidad, que [a, b,] 
= [0, 1], y que /(0) .= /(I) = 0. puesto que si se demuestra el teore¬ 
ma para este caso, consideraremos 

g(x) =/(*) ~/(0) - x[f( 1) -/(0)] (0<x< 1). 

Aqui g(0) = g(l) = 0, y si puede obtenerse g como limite de una su- 
cesi6n uniformemente convergente de polinomios, es claro que lo mis- 
mo es cierto para /, pues, / - g es un polinomio. 

Adem&s, supondremos que f(x) es cero para x fuera de [0, 1]. 
Entonces, / es uniformemente continua en toda la recta. 

Hacemos 


( 47 ) 


Qn(x) = c n (l-x 2 y (« = 1 , 2 , 3 ,...), 
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donde se ha elegido c n , de modo que 

(48) f‘ QJ(x)dx= 1 (« = 1,2,3,...). 

Necesitamos algun conocimiento sobre el orden de magnitud de c n . 
Como 

/• 1 ft ^ ft J j yj fl 

I (1 - x 2 ) n dx = 2 j (1 - x 2 y dx>2\ (1 — x 2 )" dx 

J -l J o •'O 



de (48) se deduce que 

(49) c„ < y/n. 

La desigualdad (1 — x 2 ) n > 1 - nx 2 que se us6 antes, se 
comprueba facilmente que es cierta, considerando la funcion 

(1 - x 2 ) n - 1 +nx 2 

que es cero en x = 0, y cuya derivada es positiva en (0, 1). 

Para todo 6 > 0 (49) implica 

(50) Q n (x) <Jn{ 1 - 3 2 T (6 <. \x\<, 1), 

de modo que Q n — Q uniformemente en <5 < | jc| <1. 

Sea, ahora, 

(5D P n (x) = f(x + t)Q n {t) dt (0 <; x Z 1). 

Nuestras hipotesis sobre f demuestran, por un simple cambio de va¬ 
riable, que 

Pn(x) = f fix + t)Q„it) dt = f fit)Q n (t - x) dt, 

J -x J 0 

y la ultima integral es un polinomio en x . Asi, pues, \P n ] es una suce- 
si6n de polinomios, que son reales si / es real. 
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Dado s > 0, elegiremos <5 > 0, tal que \y — x\ <6 implica 

Sea M = sup \f(x) |. Utilizando (48), (50) y el hecho de ser Q n (x) ^ 
0 , vemos que para 0 < x < 1 . 

|P„(*) -f(x) I = [f(x + t ) -f(x)}Q n {t) dt | 

< f 1 \f(x+t)-f(x)mt)dt 
J - 1 

< 2M f *Q n (t) dt + E -( Q n (t)dt + 2M( l Q n (t)dt 

j -1 J 6 

g 

< 4 My/n (1 — 5 2 ) n + 2 

< G 

para todo n suficientemente grande, lo que demuestra el teorema. 

Es instructive representar las graficas de Q n para algunos valores de n\ 
n6tese tambien, que necesitamos la continuidad uniforme de / para deducir 
la convergencia uniforme de {PJ. 

En la demostracibn del Teorema 7.32, no necesitamos todo el rigor del 
Teorema 7.26, sino solamente el siguiente caso particular, que enunciamos 
como corolario. 

7.27 Corolario Para cada intervalo [ — a,a] hay una sucesion de polino- 
mios reales P n , tal que P n (0) = y que 

limP n (x)= \x\ 

n~+ oo 

uniformemente en [ — a,a], 

Demostracion Por el Teorema 7.26, existe una sucesi6n !P„*j de poli- 
nomios reales que converge hacia |x| uniformemente en [ — a,a]. En 
particular, P n t0) — 0 cuando n — oo. Los polinomios 

P n (x) = P* n (x) - P„*(0) (n = 1,2,3,...) 

tienen las propiedades deseadas. 

Ahora, aislaremos las propiedades de los polinomios que hacen posible 
el teorema de Weierstrass. 
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7.28 Definici&n Se dice que una familia si de funciones complejas defini- 
das en un conjunto E es un algebra si (i) / + g e si (ii) fgesi, y (iii) cf e 
si para toda / e si , ge si y para todas las constantes complejas c, esto es, 
si si es cerrada, respecto de la adici6n, multiplicaci6n y multiplicacibn esca- 
lar. Tendremos que considerar tambien Algebras de funciones reales; en este 
caso, es natural que solo debe cumplirse (iii) para todo numero real c. 

Si si tiene la propiedad de ser / e si cuando f n esi(n = 1, 2, 3,...) 
y fn — / uniformemente en E , se dice que si es uniformemente cerrada . 

Sea ^ el conjunto de todas las funciones que son limite de sucesiones 
uniformemente convergentes de elementos de si. A se le llama cerradu - 
ra uniforme de si. 

Por ejemplo, el conjunto de todos los polinomios es un Algebra, y 
puede enunciarse el teorema de Weierstrass diciendo que el conjunto de fun¬ 
ciones continuas en [a,b] es la cerradura uniforme del conjunto de polino¬ 
mios en [a,b]. 

7.29 Teorema Sea & la cerradura uniforme de un Algebra si de funciones 
acotadas. 3$ es un algebra uniformemente cerrada. 

Demostracion Si/e y g e existen sucesiones uniformemente 
convergentes \f„ \, (g„), tales que/„ - f, g„ - g y f„ e si, g n e si. 
Como estamos tratando con funciones acotadas, es f&cil demostrar 
que 

/„+£«-/+£, fngn -+fg, Cf n -► cf, 

siendo c una constante cualquiera, y la convergencia uniforme en ca- 
da caso. 

De aqui, que / + g e e ^,yc/e f, de modo que 38 es 

un Algebra. 

Por el Teorema 2.27, 38 es cerrada (uniformemente). 

7.30 Definition Sea si una familia de funciones en un conjunto E. Se di¬ 
ce que si separa puntos en if si a cada par de puntos distintos x,, x, e E 
corresponde una funcion / e si, tal que/(x,) + /(x ; ). 

Si a cada x e E corresponde una funcidn g e si, tal que g(x) * 0, de- 
cimos que si no desaparece en ningun punto de E. 

El algebra de todos los polinomios en una variable, tiene, como se ve 
facilmente, esa; propiedades en R'. Un ejemplo de un Algebra que no separa 
puntos, es el conjunto de todos los polinomios pares, por ejemplo, en [-1, 
lj, pues, f ( -x) -- /(x) para toda funcidn par/. 

El teorema siguiente aclara mas estos conceptos. 

7.31 Teorema Supongamos que si es un algebra de funciones en un con¬ 
junto E, que s4 separa puntos en E, y no desaparece en ningiin punto de E. 
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Sean puntos distintos de E, y c,, q constantes {reales si $4 es un 

algebra real). Entonces t $4 contiene una funcidn f tal que 

fix i) = C U f(x 2 ) = c 2 . 


Demoslracion Las suposiciones muestran que s4 contiene funciones 
g y h y k tales que 

g(x t ) # S(x 2 \ K*i) * 0, k{x 2 ) # 0. 


Haciendo 


u-gk - g(x t )k, v —gh - g(x 2 )h. 

Entonces u e s4 1 v e s4, u(x j) = v(j^) = 0, =£ 0, y v(x,) =£ 0. 

Por tanto 


c iV c 2 i/ 
v(*i) u(x 2 ) 

tiene las propiedades requeridas. 

Se tiene ya todo el material necesario para la generalizacion del teore- 
ma de Weierstrass, debida a Stone. 

7.32 Teorema Sea s4 un algebra de funciones reales continuas sobre un 
conjunto compacto K. Si s4 separa puntos sobre K y si s4 no desaparece en 
ningun punto de K t entonces ta cerradura uniforme 4S de s4 consta de todas 
las funciones reales continuas sobre K. 

Se hara la demostracibn en varias etapas, cuatro para ser exactos. 

1 a ETAPA Si f e St , entonces \f\ e St. 

Demostracion Sea 


(52) a = sup |/(*) | (x 6 K) 

y s > 0 conocidos. Por el Corolario 7.27 existen numeros reales 
c, ,..., c„ tales que 

icy-\y\ 

i- 1 


(53) 


<e (-a^y^a). 



SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES 175 


Como 38 es un algebra, la funcion 

8 - i cj' 

i= 1 

es un miembro de 38. De (52) y (53) se tiene que 
|g(*) - \f(x) 11 < £ (x e K). 

Debido a que 38 es uniformemente cerrada, es evidente que |/| e 38. € 
2 a ETAPA Sife 38 y g e entonces m&x (/,g) e 38 y min (f,g) e 38. 
Se debe entender por max (f,g), la funcion h definida como 



si fix) > g(x), 
si/(x) <g(x), 


y min (f,g) se define de la misma manera. 


Demostracion La 2 a etapa se deduce a partir de la 1 a y de las identi- 
dades siguientes: 




min ( f,g ) = 


f+g l/-£l 


Por iteration, es posible extender el resultado para un conjunto 
finito cualquiera de funciones: Si f,...,f n e 38, entonces max 
(/!>•••>/„) e 38, y 

min (/i,... ,f„) € 38. 

3 a ETAPA Dados una funcion real continua f sobre K, un punto x e K, y 
s > 0, existe entonces una funcion g x e tal que g x (x) = f(x) y 

(54) gff) >/(/) - s (i teK ). 

Demostracion Como s/(= & y st satisfacen las hipotesis del 
Teorema 7.31, tambien lo hace S! . Por consiguiente, para cada y e 
K , se puede encontrar una funcion h v e Si tal que 


(55) 


hy(x) =/(*), AyCv) =/0). 
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Como h v es continua, existe un conjunto abierto J v que contiene 
a y tal que 


(56) h y (t) >/(0 — e ((£/,). 

Debido a que K es compacto, existe un conjunto finito de pun- 
tos y„ tal que 


(57) 


KcJ yi v-vJ yn . 


Haciendo 


S x max j • • • > ^y n )* 

Por la 2 Z etapa, g e & y las relaciones (55) a (57) muestran que g x 
tiene las otras propiedades requeridas. 

4 a ETAPA Dados, una funcidn real continua f sobre K, y e > 0, existe 
una funcidn he $ tal que 

(58) \h(x)-f(x)\<s (xeK). 

Como & es uniformemente cerrada, esta proposicion es equivalente a 
la conclusion del teorema. 

Demostracion Considerense las funciones g,, para cada x e K, que 
se construyeron en la 3 a etapa. Por la continuidad de g v , existen con- 
juntos abiertos V x que contienen a x, tales que 

(59) g x (t ) </(t) + e (te V x ). 

Como K es compacto, existe un conjunto finito de puntos 
x ] ,..., x m tales que 


(60) 


K< 




u V,. 


Haciendo 


h = min (g Xl . g x J. 

Por la 2 a etapa se tiene que h.e 38, y (54) implica que 


( 61 ) 


h(t) > f(t)-a (teK), 
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en tan to que (59) y (60) implicaran que 
(62) A(0</(0 + e (t e K). 

Finalmente, (58) se deduce a partir de (61) y de (62). 

El Teorema 7.32 no se cumple para algebras complejas. En el Ejercicio 
21 se da un ejemplo de este hecho. Sin embargo, se cumple la conclusion del 
teorema, aun para algebras complejas, si se impone una condicion suplemen- 
taria a si, esto es, que sea auto-adjunta . Esto significa que para toda / e si 
su conjugada compleja / debe pertenecer tambien ai; / esta definida por 

hx) =m 

7.33 Teorema Supongamos que si es un algebra auto-adjunta de fun- 
ciones complejas continuas en un cor junto compacto K, que si separa punt os 
en K y no desaparece en ningun punto de K. La cerradurc uniforme & de si 
consta de todas las funciones complejas continuas en K. En otras palabras, 
si es denso en &(K). 

Demostraciou Sea si R el conjunto de todas las funciones reales en K 
que pertene< en a si. 

Si / e si y / = u + iv, con u, v reales-, sera 2u = / 4- /, y co- 
mo si es auto-adjunta, vemos que u e si R . Si x x ^ x,, existe / e si , 
tal que /(*,) = 1, fixj) — 0; por tanto, 0 = ufe) ^ u(x x ) = 1, lo 
que demuestra que si R separa puntos en K . Si x e K, entonces g(x) 
^ 0 para algun g e si, y hay un numero complejo X, tal que \g(x) > 
0; si / = \gj = u + iv, se deduce que u(x) > 0; por tanto, si R no 
desaparece en ningun punto de K . 

Asi, pues, si R satisface las hipotesis del Teorema 7.32. Se dedu¬ 
ce que toda funcion real continua en K esta en la cerradura uniforme 
de si Ri por lo que esta en Si / es una funcion compleja continua 
en KJ — u + /v, entonces we v e y, por tanto, f e lo 
que completa la demostracion. 


EJERCICIOS 


1 . 


2 . 


3. 


4 . 


Demostrar que toda sucesion uniformemente convergente de funciones acotadas, 
es uniformemente acotada. 

Si \f„\ y l£„) convergen uniformemente en £, demostrar que \f n + g n I convergen 
uniformemente en E. Si, ademas \f n \ y igj son sucesiones de funciones acotadas, 
demostrar que [f n g„ \ convergen uniformemente en E. 

\f n g n \ no converja uniformemente en E (desde luego, \f n g n 1 deben converger 
en E). 

Considerar 


/<*)- 


00 

s 


1 

1 + n 2 x ‘ 
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i,Para que valores de at converge la serie absolutamente? ^En que intervalos deja 
de converger uniformemente? ^Es / continua dondequiera que converja la serie? 
lEs acotada /? 

5. Sea 



Demostrar que [f n \ converge hacia una funcion continua, pero no uniformemen¬ 
te. Utilizar la serie E/„ para demostrar que la convergencia absoluta, aun para to- 
do jc, no implica convergencia uniforme. 

6. Demostrar que la serie 


L(-D" 

ii= l 


x 2 + n 
n 2 


converge uniformemente en todo intervalo acotado, pero no converge absoluta¬ 
mente para cualquier valor de a*. 

7. Para n = 1, 2, 3,..., y x real, hacer 


/«(*) = 


x 

1 H- nx 2 ‘ 


Demostrar que [f n \ converge uniformemente hacia una funcion /, y que la 
ecuacion 


f'(x) = lim/nW 
"“*■ 00 


8 . 


es eorrecta si x =£ 0, pero falsa si x = 0. 


Si 



(x<C0\ 
(x > 0), 


si {*„} es una sucesion de puntos distintos de (a,b) y y si 2J | c n \ converge, de¬ 
mostrar que la serie 


fix) = f] c n I{x — x„) (a^x^ b) 

n * 1 


converge uniformemente, que /es continua para todo a* ^ a;,. 

9. Sea \f n | una sucesion de funciones continuas que converge uniformemente hacia 
una funcion / en un conjunto E. Demostrar que 


lim f n ixn) = fix) 
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para toda sucesion de puntos x n e E tales que x n — x, y x e E. iEs cierto el 
redproco? 

10 . Si (x) representa la parte fracdonaria de un numero real x (ver, para la defini- 
cion, el Ejercicio 16, Cap. 4), considerar la funcion 

/(*) = £ “T U real). 

«=i n 

Hallar todas las discontinuidades de /, y demostrar que forman un conjunto den- 
so numerable. Demostrar que / es, sin embargo, integrable segun Riemann en 
todo intervalo acotado. 

11 . Suponer que \f n |, tg„l estan definidas en E , y 

(a) D/„ tiene sumas parciales uniformemente acotadas. 

( b) g n — 0 uniformemente en E. 

(f) g\(x) > g 2 ( x ) - 8i(x) > para todo x G E. Entonces, I f n g n converge uni¬ 
formemente en E. Sugerencia: Comparar con el Teorema 3.42. 

12 . Supongase que g y f n (n = 1, 2, 3,...) estan definidas sobre (0, oo), son in¬ 
tegrates segun Riemann sobre [/, T] siempre que 0 < t < T < oo, \f n | < gj n 
- * / uniformemente sobre cada subconjunto compacto de [0, oo], y que 

f g(x) dx < oo. 

* 0 


Demostrar que 



(Para las definiciones que se presentan, veanse los Ejercicios 7 y 8 del Cap. 6.) 

Esta es una forma bastante debil del teorema de Lebesgue de la convergen¬ 
ce dominada (Teorema 11.32). En el contexto de la integral de Riemann, puede 
incluso reemplazarse la convergence uniforme, por la convergencia puntual, si se 
admite que / e (Veanse los articulos de F. Cunningham en el Math . Mag., 
tomo 40, 1967, paginas 179 a 186, y H. Kestelman en la Amer. Math. Monthly , to- 
mo 77, 1970, paginas 182 a la 187.) 

13. Supongase que \f n \ es una sucesion de funciones monotonas crecientes sobre /?', 
con 0 < f n (x ) < 1 para todo x y todo n. 

(a) Demostrar que hay una funcion / y una sucesion \n k } tales que 

/(*)= lim f„ k (x) 

k-*co 

para cada x e R ] . (La existencia de tal sucesion puntualmente convergente se co- 
noce comunmente como teorema de seleccion de Helly.) 

(b) Si ademas, / es continua, demostrar que/, — / uniformemente sobre R l . 
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Sugerencia: (i) Alguna subsucesion [/^} converge en todos los puntos ra- 
donales r, por ejemplo, hacia f(r). (ii) Definir f(x) y para cualquier x e R\ como 
el sup /(r), en donde el sup se toma sobre todos los r < a. (iii) Mostrar que 
f ni (x) — f(x) en cada x en el cual /es continua. (Es decir, donde la monotonia se 
usa con m&s rigor) (iv) Una subsucesion de \f ni \ converge en cada punto de dis¬ 
continued de/ por que a lo mas hay un numero numerable de tales puntos. Es- 
to demuestra (o). Para demostrar (b) conviene modificar la demostracion de (iii) 
apropiadamente. 

14 . Sea/una funcion real continua sobre R\ que tiene las siguientes propiedades: 0 
< /(/) < l,/(r + 2) = f(t) para cada /, y 


/(0 = 


I? 


(S<'<1). 


Si G>(/) = (jf(/), y(r))> donde 


ft= 1 


><0-S 2-/(3*-/). 


Demostrar que O es continua y que O mapea / = [0, 1] sobre el cuadrado unita- 
rio T 2 c R 2 . En realidad se tiene que mostrar que <D mapea el conjunto de Can¬ 
tor sobre I 2 . 

Sugerencia : Cada (a^, y 0 ) e P tiene la forma 


00 


*o = £ 2'"a 2 »-i, 

fl= 1 


00 


yo = Z 2""a 2 „ 

n- 1 


en donde cada es 0 6 1. Si 


/o = Z3- , - 1 (2t7 f ) 

i = i 

mostrar que f(3 k t 0 ) = a k , y por consiguiente, que jr(/ 0 ) = a* 0 , ^(/ 0 ) = y 0 . 

(Este sencillo ejemplo de la llamada “curva que llena el espacio” se debe a 
I. J. Schoenberg, Bull. A.M.S. , tomo 44, 1938, pagina 519.) 

15. Supongase que /es una funcion real continua sobre R\f n (t) = f{nt) para n = 
= 1, 2, 3,..., y \f n \ es equicontinua sobre [0, 1]. iQue puede decirse de /? 

16 . Supongase que [f n | es una sucesion equicontinua de funciones sobre un conjunto 
compacto K , y que \f n \ converge puntualmente sobre K. Demostrar que \f n \ con¬ 
verge uniformemente sobre K. 

17 . Las nociones de convergencia uniforme y equicontinuidad se definen para ma- 
peos en cualquier espacio metrico. Demostrar que los Teoremas 7.9 y 7.12 son 
validos para mapeos en cualquier espacio metrico, y que los Teoremas 7.8 y 7.11 
son validos para mapeos en cualquier espacio metrico completo. Y por ultimo, 
demostrar que para funciones vectoriales, es decir, aplicaciones en cualquier R k , 
los Teoremas 7.10, 7.16, 7.17, 7.24 y 7.25 son v&lidos. 
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18. Sea 1 f n \ una sucesion uniformemente acotada de funciones que son integrates se- 
gun Riemann en [a,b] y hagamos 


F«(x) = | /„(/) dt (a <,x<, b). 

Demostrar que existe una subsucesion \F nk | que converge uniformemente en [a b]. 

19. Sea K un espacio metrico compacto y S un subconjunto de #(/Q. Demostrar que 
S es compacto (con respecto a la metrica que se definio en la Sec. 7.14) si, y solo 
si S es uniformemente cerrado, acotado puntualmente y equicontinuo. (Si S no es 
equicontinuo, entonces contiene una sucesion que no tiene una subsuce- 
si6n equicontinua, por consiguiente no tiene subsucesion que converja uniforme¬ 
mente sobre K.) 

20. Si/es continua en (0, 1] y si 

C f(x)x*dx = 0 (« = 0 , 1 , 2 ,.. .), 

entonces, f(x) = 0 en [0, 1]. Sugerencia: La integral del producto de / por cual- 
quier polinomio es cero. Utilizar el teorema de Weierstrass para demostrar que 

/*(•*) dx = 0. 

21. Sea AT el circulo unitario en el piano complejo (esto es, el conjunto de todos los z 
con | z\ — 1) y sea cfi/el algebra de todas las funciones de la forma 

f(e i9 ) = Y, c H e tn9 (6 real). 

n = 0 

Entonces, sf separa puntos en K y no desaparece en ningun punto de K , pero sin 
embargo hay funciones continuas en K que no estan en la cerradura uniforme de 
si. Sugerencia: Para cada / <e . 


r 2n 

J f(e i9 )e i9 dO = 0, 


y esto es tambien cierto para cada /en la cerradura de s/. 

22. Sea/ e sobre [a,b). Demostrar que hay polinomios P n tales que 


lim f \f- Pn \2d* = 0. 

!-»00 J . 


(Comparar esto con el Ejercicio 12 del Cap. 6.) 

23. H&gase P Q = 0, y para n = 0, 1,2,..., definase 


P 2 n(x) 


2 
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Demostrar que 

lim P n (x) = |*|, 

«-*• oo 

uniformemente en [-1, 1]. 

(Esto hace posible demostrar el teorema de Stone-Weierstrass sin probar de 
antemano el Teorema 7.26). 

Sugerencia : Usar la identidad 

1*1 — p.+,(x) = [|-jc| +-P^Jc) j 

para demostrar que 0 < P„(*) < P n + l (x) < |*| si |*| < 1, y que 

M-/».(*) <^- 

si |*| < 1. 

24. Sea X un espacio metrico, con metrica d. Si se fija un punto a e X y se asigna a 
cada p e X la funcidn f definida por 

f P {x) = d(x, p) - d(x, a) (x e X). 

Demostrar que \f p (x)\ < d(a,p) para todo * e X, y que por lo tanto, f (1 e 
Demostrar despues que 

\\f,-f'\\ = d(p 9 q } 

para todo p,q e X. 

Si €>(/?) = f p se deduce que $ es una isometria (una aplicacion o mapeo que 
preserva distancias) de X sobre O(A') c # (X). 

Sea Y la cerradura de ^>(A") en ^(X). Mostrar que Y es completo. 
Conclusion : X es isometrico a un subconjunto denso de un espacio metrico 
completo Y. 

(Para una demostracion diferente de esto, vease elEjercicio 24 del Cap. 3.) 

25. Supongamos que <j> es una funcion real continua acotada en la banda definida 
por 0 <*< 1; - oo <v< oo. Demostrar que el problema con valores 
iniciales 

y' = y), AO) = c 

tiene una solucion. (Observese que las hipotesis de este teorema de existencia son 
menos restrictivas que las del correspondiente teorema de unicidad; ver el Ejerci- 
cio 2, Cap. 5). 

Sugerencia : Fijar n . Para i = 0,..., n , hacer *■ = i/n. Sea /„ una funcidn 
continua en [0, 1] tal que /„(0) = c , 

f'n(t) = <f>(x t , /„(*<)) si x t < t < Xi + 1 , 
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y hagamos 


A,(/) =/»)-#/, /.(/)), 


excepto en los puntos x ; , donde A„(r) = 0. Sera 


/«(*) = c + f [<£(/,/„(0) 4- A n (/)] dt. 

J 0 

Seleccionese M < oo de tal forma que \<f>\ < M. Verificar las afirmaciones que 
siguen: 

(a) |/;| < A/, | A„ | < 2M, A n e \f n \ < |c| + M = Af,, digamos, sobre 

[0, 1], para todo 

(b) ffj es equicontinua sobre [0,1], debido a que \f„\ < M. 

(c) Alguna \f n \ converge hacia alguna /, uniformemente sobre [0, 1]. 

(d) Como <t> es uniformemente continua sobre el rectangulo 0 < * < 1, \y\ < 

A*i. 


uniformemente sobre [0, 1]. 

(e) \(t) — 0 uniformemente sobre [0, 1], debido a que 


en {x, t x i + ,). 

if) Por consiguiente 


fix) = c + fV('>/(')) dt. 

J 0 

Esta / es una solucion del problema planteado. 

26. Demostrar un teorema de existencia analogo para el problema con valores 
iniciales 


y' = *(x, y), y(0) = c, 

en el cual c € R k , y e R k , y $ es un mapeo continuo acotado, de la parte de 
R k + 1 definida por 0 < x < 1 l, y e R k en R k . (Compararlo con el Ejercicio 28 del 
Cap. 5.) Sugerencia : Usar la version vectorial del Teorema 7.25. 
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ALGUNAS FUNCIONES ESPECIALES 


SERIES DE POTENCIAS 

En esta section deduciremos algunas propiedades de las funciones que estan 
representadas por series de potencias, es decir, funciones de la forma 

(1) f(x) = f J c n x n 

n — 0 

o, mas generalmente, 

(2) f(x)=f j c n (x-ay. 

n = 0 


Se les llama funciones analiticas . 

Nos limitaremos a valores reales de x . En lugar de drculos de conver¬ 
gence (ver el Teorema 3.39) encontraremos, por tanto, intervalos de con¬ 
vergence. 

Si (1) converge para todo x en (-R f R), para algun R > 0 (R puede 
ser + oo ), decimos que / esta desarrollada en serie de potencias en tor no del 
punto x = 0. De igual modo; si (2) converge para \x — a\ < R, se dice que 
/ esta desarrollada en una serie de potencias en torno del punto x = a. Por 
conveniencia tomaremos, a menudo a = 0 sin perdida de generalidad. 
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8.1 Teorema Supongamos que la serie 

(3) 

n = 0 

converge para |jc| < R, y definamos 

(4) f(x)='Z C nX K (1*1 <-*?)• 

n = 0 

Entonces , (3) converge uniformemente en[-R + e, R — e], para cual- 
quier e prefijado. La funcion f es continua y diferenciable en (— R,R), y 

(5) f(x) = fnc n x n - 1 (| x <R). 

n— 1 

Demostracion Sea e > 0 dado. Par? \x\ < R - e, tenemos 

| c n x" | < | c n (R — e)" |; 


y como 


Zc n (R-eV 

converge absolutamente (toda serie de potencias converge absoluta- 
mente en el interior de su intervalo de convergencia, por el criterio de 
la raiz), el Teorema 7.10 demuestra la convergencia uniforme de (3) 
en [-R + £,/?— e]. 

Como q~n — 1 cuando n — oo, tenemos 


lim sup yin\c„ \ = lim sup f/\c n \ 9 

ft-* oo n~* oo 


de modo que las series (4) y (5) tienen el mismo intervalo de conver¬ 
gencia. 

Como (5) es una serie de potencias, converge uniformemente en 
[— R + e, R — s] para todo e > 0, y podemos aplicar el Teorema 
7.17 (para series en lugar de sucesiones). Se deduce que (5) se cumple 
si \x\ < R - e. 

Pero, dado cualquier x tal que |jc| < R, podemos hallar un e > 
0 tal que \x\ < R — s, lo que demuestra que se cumple (5) para \x\ 
< R . 

De la existencia de /' se deduce la continuidad de / (Teorema 


5.2). 
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Corolario Con la hipdtesis del Teorema 8.1, / tiene derivadas de to- 
dos los drdenes en ( — R,R), que vienen dadas por 


( 6 ) 


f (k \x) = £ n(n - 1) • • • (n - k + l)c„ x 1 


,n-k 


n = fc 


En particular , 


(7) /<*>(0) = fc!c* (fc- 0,1,2,...). 

(Aqui / 0) significa /, y /*> es la derivada de orden k de /, para k = 1, 
2, 3,...) 

Demostracidn La ecuacion (6) se deduce aplicando el Teorema 8.1 
sucesivamente a ... Haciendo x = 0 en (6), obtenemos (7). 

La fbrmula (7) es muy interesante. Demuestra, por un lado, que los coe- 
ficientes del desarrollo en serie de potencias de / estan determinados por los 
valores de / y de sus derivadas en un punto. Por otro lado, si estan dados 
los coeficientes, los valores de las derivadas de / en el centro del intervalo de 
convergencia se ven inmediatamente en la serie de potencias. 

Observese, sin embargo, que aunque una funcibn / tenga derivadas de 
todos los 6rdenes, la serie Ec„x", donde c„ esta calculado segun (7), no con¬ 
verge necesariamente hacia f{x) para cualquier x * 0. En este caso, no 
puede desarrollarse / en una serie de potencias en torno de x = 0. Porque te- 
nemos que/(x) = La w x", deberia ser 


n\a n =/<">(0); 


y, por tanto a n = c„. Un ejemplo de este caso, se dar& en el Ejercicio 1. 

Si la serie (3) converge en un extremo, por ejemplo x = R, f e s conti- 
nua no solo en ( — /?,/?), sirto tambien en x = /?, lo que se deduce del teore¬ 
ma de Abel (para sencillez de notacidn tomamos R = 1). 

8.2 Teorema Supongamos que Lc„ converge . Hagamos 


00 


f(x) = Yc n x* 

ft — 0 


(-1 < x < 1 ). 


Sera 


( 8 ) 


Hm/(x) = 

x->l 


00 


lc m . 
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Demostraci6n Sea s„ = q, + • • • + c„; s_ t = 0. Entonces 

Z C nX n = Z ( J » - S »-lK = 0 - *) Z S n*" + 

n-0 n = 0 n = 0 

Para \x\ < 1, hagamos m — oo y obtendremos 
(9) /(*) = (! ~x)Es„x". 

n = 0 

Supongamos s = lim s„. Sea e > 0 dado. Elijamos N tal que 

n-*0 

n > N implique 





Como 


d-x)S^ = l (|x|<l), 
« = 0 


de (9) obtendremos 


\f{x)-s\ = 


(1 - x) Z (s n - s)x" 

/i = 0 


^0 -*)Z + l 

11 = 0 1 


si jc > 1 — 6, para algun h > 0 convenientemente elegido, lo que 
implica (8). 

Como aplicacibn, demostremos el Teorema 3.51, que dice: si La nf Eb„, 
Lc n , convergen hacia A, B , C, y si c n = c^b,, +'••• + a n b 0 , serd C = AB . 
Sea 


fix) = Z a nX", g(x) = Z b „ X n , Kx ) = Z C »X?, 

11 = 0 11 = 0 n = 0 

para 0 < x < 1. Para x < 1, estas series convergen absolutamente y, por 
tanto, pueden nultiplicarse de acuerdo con la Definicibn 3.48; una vez reali- 
zada la niultiplicacibn vemos que 

(10) fix) • g(x) = h(x) (0 ^ x < 1). 

Por el Teorema 8.2, 

(11) fix)-* A, g(x) -<■ B, hix) -*■ C 
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cuando x — 1. Las ecuaciones (10) y (11) implican que AB = C. 

Ahora necesitamos un teorema sobre la inversion del orden de la suma. 
(Veanse Ej. 2 y 3.) 

8.3 Teorema Dada una doble sucesidn \a SJ j, i = 1, 2, 3,..., j = 1, 2, 
3,..., supongamos que 

(12) f \a u \=b t (i = 1,2,3,...) 
j=i 

j E6, converge . Entonces, 

00 00 00 00 

(13) I X>y=Z I«y 

i = 1 7* = 1 7-1t=1 

Demostracion Podriamos establecer (13) por un procedimiento di- 
recto similar (aunque mas complicado) al utilizado en el Teorema 
3.55. Sin embargo, el metodo siguiente parece mas interesante. 

Sea E un conjunto numerable, constituido por los puntos x ()f x l9 
x,..., y supongamos que x n — x i) cuando n — oo. Definamos 


00 


(14) 

fi(x 0 ) = X 

>=1 

n 

0 = 1,2, 3,...), 

(15) 

fi(x n ) = X a ij 

J= 1 

00 

0 , n = 1, 2, 3,...), 

(16) 

g(*) = X /*(*) 

(x 6 £). 


i = 1 


Ahora (14) y (15) juntamente con (12), demuestran que toda / 
es continua en Como |/(x)| < b, para x e £ (16) converge uni- 
formemente, de modo que g es continua en x l) (Teorema 7.11). Se 
deduce que 


00 00 00 

X X °ij = X /;(*o) = 0(*o) = Iin > gW 

»=1 7=1 i = 1 


n~* oo 
oo w 


= lim ^ fi(x n ) = Hm £ X a a 

n-* , ooi=l n-»oo i = 1 7 ' = 1 

n oc 00 00 

= lim £ X«y= X X a y 

/J —*■ 00 7=1 i = 1 7=1 i= 1 


8.4 Teorema Supongamos que 


/(*) = X C n X”i 

n~ 0 
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convergiendo la serie en \x\ < R. Si -R < a < R, f puede ser desarrolla- 
da en serie de potencias alrededor delpunto x = a, que converge en \x — a | 
< R - \a\, y 

(17) f(x)=i f -^(x-a)" (|x- fl |<*-|a|). 

n = 0 n\ 

Esto es una generalizaci6n del Teorema 5.15 y se conoce tambien como 
teorema de Taylor. 

Demostracion Tenemos 


m = I c n [(x -a) + a ]" 

n = 0 

4 a \W^ x - ar 

- Ill (»)'-“■■'] 

que es el desarrollo alrededor del punto x = a buscado. Para de- 
mostrar su validez, tenemos que justificar el cambio realizado en el 
orden de la suma. El Teorema 8.3 demuestra que es permisible si 

(18) z i k (”) a n - m (x-a) m 

» = 0 m = 0 I \ m / 

converge. Pero (18) es lo mismo que 

( 19 ) f |c„|-(|.ic-a|+|a|) B , 

n -0 

y (19) converge si \x — a\ + |a| < R. 

Finalmente, la forma de los coeficientes de (17) se deduce de (7). 

Se habra observado que (17) puede converger realmente en un 
intervalo mayor que el dado por \x - a\ < R - \a\. 

Si dos series de potencias convergen hacia la misma funcibn en 
( -R,R) (7) demuestra que las dos series deben ser identicas, esto es, 
deben tener los mismos coeficientes. Es interesante observar que 
puede llegarse a la misma conclusibn a partir de hipdtesis mucho me- 
nos restrictivas. 

8.5 Teorema Supongamos que las series La n x" y Lb n x" convergen en el 
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segmento S = (~R,R). Sea E el conjunto de todos los x e S, tales que 

(20) X>„ *" = x". 

n ~0 n = 0 

Si E tiene un punto limite en S, entonces a n = b n para n = 0, 1,2,... 
Por tanto, se cumple (20) para todo x e S. 

Demostracion Hagamos c n = a n - b n y 

(21) /(*) = Zc n x" (xeS). 

n-0 

Entonces J{x) = 0 sobre E . 

Sea >1 el conjunto de todos los puntos limite de E en S, y supon- 
gase que B consta de todos los demas puntos de S. Se ve claramente 
de la definicion de “punto limite” que B es abierto. Supongase tarn- 
bien que se puede demostrar que A es abierto. Entonces A y B son 
conjuntos abiertos ajenos. Por esto, son separados (Definicion 2.45). 
Como S = A u 5, y S es conexo, uno de los A y B debe ser vacio. Por 
hipotesis, A no es vacio. En consecuencia B es vacio, y A = S. Debi- 
do a que / es continua en S, A c E . Entonces E = 5, y (7) muestra 
que c„ = 0 para n = 0, 1,2,... que es la conclusion buscada. 

Hemos demostrado, asi, que A es abierto. Si ^ e A, el Teore- 
ma 8.4 demuestra que 

(22) f(x) = £ 4,(x - x 0 )" (|x - x 0 | < ^ - |x 0 |). 

« = 0 

Deber4 ser d n = 0 para todo n. De otro modo, sea k el menor 
entero no negativo, tal que d k * 0. Entonces 

(23) f(x ) = (x - x 0 )*g(x) (|x - x„| < R - |x 0 |), 

donde 

(24) g(x) = X d k+m{x - x 0 ) m . 

m-0 

Como g es continua en x 0 y 

g(x 0 ) = d k # 0 , 

existe un b >0, tal que j>(x) ^ 0 si |x - | <6. Se deduce de (23) 
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que/(x) =£ 0 si 0 < \x — ^ | <6. Pero esto contradice el hecho de 
ser Xq un punto limite de E. 

Asi, pues, d n = 0 para todo n, de modo que^(x) = 0 para todo 
x para el que se cumpla (22), esto es, en una vecindad de lo que 
prueba que A es abierto, y completa la demostracion. 


LAS FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA 

Definiremos 

00 Z n 

(25) E(z) = I - 

El criterio de la razon demuestra que esta serie converge para todo numero 
complejo z. Aplicando el Teorema 3.50 a la multiplicacion de series absolu- 
tamente convergentes, obtenemos 


k yA jn — k 


oo oo v*/” 00 n T k u) n 

E(z)E(w) = X ZvH 


»-o n\ m = 0 m ! „= 0 k =o k\(n - k)\ 


= y-,Y l \z k w n ~ k = y 
o n\ k=o \k) „=i 


(z + w) n 


n\ 


lo que nos da la importante formula de la adicion 

(26) E(z + w) = E(z)E(w) (z, w complejas) 

Una consecuencia es que, 

(27) E(z)E(-z) = E(z - z) = E( 0) = 1 (z compleja) 

lo que demuestra que E(z) ± 0 para todo z. Por (25), E(x) > 0 si x > 0; 
por tanto (27) muestra que E(x) > 0 para todo x real. Por (25), E(x) — + oo 
cuando x — + oo; por lo que (27) muestra que E(x) — 0 cuando x — — oo 
a lo largo del eje real. Por (25), 0 < x < y implica que E(x) < E(y)\ por 
(27) se deduce que E( — y) < E( — x), por lo cual E es estrictamente crecien- 
te en todo el eje real. 

La fdrmula de la adicibn demuestra tambien que 


(28) 


lim g(z + *)- g£) 

h = 0 h 


= E(z) 11m 

>i = 0 


m -1 

h 


= E(z ); 


la ultima igualdad se deduce directamente de (25). 
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La iteration de (26) da 

(29) E(z l + • • • 4- z„) = £(z t ) • • • E(z„). 

Tomemos z, = ••• = z n = 1. Como £(1) = e , siendo e el numero definido 
en la Definici6n 3.30, obtenemos 

(30) E(n) = e n (« = 1,2,3,...). 

Si p = /i//w, siendo rt, m enteros positivos, sera 

(31) [E(p)T = £(w/j) = E(n) = e", 
de modo que 

(32) E(p) = e p (p > 0, p racional). 

De (27) se deduce que E( — p) = e~ n si p es positivo y racional. Asi, pues, se 
cumple (32) para todo numero racional /?. 

En el Ejercicio 6, capitulo 1 planteamos la definition 

(33) = sup x p , 

donde el sup se toma sobre todo racional p, tal que p < y y para cualquier nu¬ 
mero real y> y x > 1. Si definimos, pues, para todo x real 

(34) e x = sup e p (p < x,p racional) 

las propiedades de monotonia y continuidad de E , junto con (32), de- 
muestran que 

(35) E(x) = 

para todo x real. La ecuacion (35) explica por que a E se le llama funcion ex¬ 
ponential. 

La notation exp (jc). se usa mas que la e v , especialmente cuando x es 
una expresion complicada. 

Se puede utilizar perfectamente (35) en lugar de (34) como definition 
de e v ; (35) es un punto de partida mucho mas conveniente para el estudio de 
las propiedades de e\ Veremos ahora que tambien puede sustituirse (33) por 
una definition mas conveniente [ver (43)]. 

Pasando, ahora, a la notation habitual, e\ en lugar de E(x ), resumire- 
mos lo que hemos demostrado hasta ahora. 
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8.6 Teorema Supongamos e' definida en R' por (35) y (25). Entonces 

( a ) e x es continua y diferenciable para todo x; 

(b) (e')' = e x : 

(c) e x es funcidn estrictamente creciente de x, y e x > 0; 

(d) e x+y = e x e y \ 

(e) e x — 4-00 cuando x — + oo , e x — 0 cuando x — — oo; 

(/) lim x n e~ x = 0, para todo n. 

x-+ + oo 

Hemos demostrado ya de (a) a ( e ); (25) demuestra que 


* *" + 

> - 

(» + l) 


para x > 0, asi, que 




An + 1 )! 

x 


y se deduce (/). El apartado (/) demuestra que e x tiende hacia 4- oo 
«mas de prisa» que cualquier potencia de x, cuando x — 4- oo. 

Como E es estrictamente creciente y diferenciable en F l , tiene una fun- 
cion inversa L que tambien es estrictamente creciente y diferenciable y cuyo 
dominio de definicion es E{R ] ), esto es, el conjunto de todos los numeros 
positivos. L esta definido por 


(36) E(L(y)) = y (y> 0), 


o, de forma equivalente, por 

(37) L(E(x )) — x (x real). 


Diferenciando (37), obtenemos (comparese con el Teorema 5.5) 

L\E(x)) ■ E{x) = 1. 

Haciendo y = E(x), nos da 


(38) 


L’(y) = - (y > 0). 

y 


Tomando x = 0 en (37), vemos que L( 1) = 0. Por tanto, (38) implica 

r y dx 


( 39 ) 


w-r- 

x 
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Muy frecuentemente, se toma (39) como punto de partida de la teoria de los 
logaritmos y de la funcibn exponencial. Haciendo u = EX*), v = E(y ), 
(26) da 

L(uv) = L(E(x) • E(y)) = L(E(x + y)) = * + y, 


de modo que 

(40) L(uv) = L(w) + L{v) (u > 0, v > 0). 

Esto demuestra que L tiene la propiedad conocida que hace de los lo¬ 
garitmos un instrumento de calculo. La notacibn acostumbrada para L(x) 
es, naturalmente, log *. 

En cuanto al comportamiento de log x cuando x -* 4- oo y cuando x 
— 0, el Teorema 8.6(e) demuestra que 

log x -* + oo si x -► 4- oo, 

log x -+ — oo si x -* 0. 

Se ve faciimente que 


(41) x n = E(nL(x)) 

si x > 0 y n es un entero. De igual modo, si m es un entero positivo, tenemos 

(42) x llm = 

pues cada termino de (42), elevado a la m a potencia, se convierte en el 
correspondiente en (37). Combinando (41) y (42) obtenemos 

(43) x* = E(<xL(x)) = e al0 * x 
para todo numero racional a . 

Definiremos, ahora, x 01 para todo a real y todo x > 0, por (43). La 
continuidad y monotonia de E y L demuestra que esta definicibn conduce al 
mismo resultado que la dada anteriormente. Los resultados establecidos en 
el Ejercicio 6 del capitulo 1 son consecuencias inmediatas de (43). 

Si diferenciamos (43), por el Teorema 5.5, obtenemos 

(x*)' = E(aL(x)) • - = ox 4 " 1 . 
x 


( 44 ) 



ALGUNAS FUNCIONES ESPEC1ALES 195 


Observese que hemos utilizado previamente (44) solo para valores enteros de 
a, en cuyo caso se deduce (44) facilmente del Teorema 5.3(6). El de- 
mostrarlo directamente a partir de la definition de derivada, si x" esta defi- 
nida por (33) y a es irracional, es muy engorroso. 

La conocida formula de integration para x“ se deduce de (44) 
si a * — 1, y de (38) si a = — 1. Demostraremos una nueva propiedad de 
log x , a saber: 

(45) lim x“Mogx = 0 

x-> + 00 

para todo a > 0. Esto es, log x — 4- oo «mas lentamente» que cualquier 
potencia positiva de x , cuando x — + oo. 

Porque si 0 < s < a, y x > 1, sera 

x" a log x = f t~ 1 dt<x~ a ( dt 

J i J i 

x £ — 1 x £ ‘ a 

= x a •-<-, 

e £ 

de lo que se deduce (45). Para llegar a (45) podriamos haber utilizado, tam- 
bien, el Teorema 8.6(/). 

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

Definamos 


(46) C(x) = i [E(ix) + E(-ix)l S(x) = I \E(ix) - E(- ix)]. 

Demostraremos que C(x) y 5(x) coinciden con las funciones cos x y sen x, 
cuya definicibn se basa generalmente en consideraciones geometricas. Por 
(25), E(z ) = E(z). Por tanto, (46) demuestra que C(x) y S(x) son reales pa¬ 
ra x real. Tambien 

(47) E(ix) = C(x) + iS(x). 

Asi pues, C(x) y S(x) son las partes real e imaginaria, respectivamente de 
E(ix), si x es real. Por (27) 


| E(ix) | 2 = E(ix)E(ix) = E(ix)E( — ix) = 1, 

de modo que 


(48) 


| E(ix )| =1 (x real). 
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De (46) podemos deducir que C(0) = 1; S(0) = 0 y (28) demuestra que 

(49) C'(x) = - S(x\ S'(x) = C( x). 

Decimos que existen numeros positivos x para los cuales C(x ) = 0. Su- 
pongamos que no es cierto. Como C(0) = 1, se deduce que C(x) > 0 para 
todo x > 0, por lo que S '(*) > 0, por (49) y S es estrictamente creciente; y 
como S(0) = 0 tenemos que S(x) > 0 si x > 0. Por tanto, si 0 < x < y, 
tenemos 

( 5 °) S(x)(y -x)< f S(t ) dt = C(x) - C(y) < 2. 

La ultima desigualdad se deduce de (48) y (47). Como S(x) > 0, (50) no 
puede ser cierta para y grande, y tenemos una contradiccion. 

Sea aj, el menor numero positivo tal que C (a;,) = 0. Existe, pues el con- 
junto de ceros de una funcion continua es cerrado, y C(0) ^ 0. Definiremos 
el numero i r por 

(51) tt = 2x 0 . 

Entonces C( tt/2) = 0, y (48) demuestra que S(ir/2) = ± 1. Como 
C(jc) > 0 en (0,7t/2), S es creciente en (0,7r/2); por lo cual S(r/2) = 1. Asi 
pues. 



y la formula de la adicion da 

(52) E(ni) = -1, E(2ni) = 1; 
y de aqui 

(53) E(z + 2ni) = E(z) (z compleja). 


8.7 Teorema 

(a) La funcion E es periodica , con periodo 2i r/. 

(b ) Las funciones C y S son periodicas , con periodo 2ir. 

(c) Si 0 < t < + 27r, E(it) ^ 1. 

(d) Si z es un numero complejo con \z\ = 1, hay un unico t en 
(0,27r), tal que E(it) = z. 

Demoslracion Por (53), se cumple ( a ), y ( b ) se deduce de (a) y (46). 
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Supongamos que 0 < / < n/2 y E(it) = x + />, con x,y reales. 
De lo que hemos visto anteriormente se deduce que 0 < x < 1, 0 < y 
< 1. Observese que 


E(4it) = (x + iy) 4, = x 4 - 6x 2 y 2 + y 4 + 4ixy(x 2 - y 2 ). 


Si E(4it) es real, se deduce que x 2 - y 2 = 0; como x 2 + y 1 = 1, por 
(48), tenemos que x 2 = y 2 = de donde E(4it) = - 1, lo que de- 
muestra (c). 

Si 0 < r, < t 2 < 27r, entonces de (c) se tiene 
E(iit 2 )[E(iti)]~ l = E(it 2 - it J # 1, 

Esto establece la unicidad de (6/). 

Para demostrar la existencia en ( d ), se fija z de tal manera que 
\z\ = 1, y se escribe z — x 4- />, con x y y reales. Se supone ense- 
guida que x > 0 y y > 0. Sobre [0, tt/ 2], C decrece de 1 a 0. De aqui 
que C(t) = x para algun t e [0, tt/2], Como C 2 + S 2 = 1 y 5 > 0 
sobre [0, 7r/2], se deduce que z = E(it). 

Si x < 0 y y > 0, entonces — iz satisface las condiciones ante- 
riores. En consecuencia —iz = E(it) para algun t e [0, tt/2], y como 
/ = £ , (tt//2), se obtiene z = £■(/(/ 4- tt/2)). Para finalizar, si y < 0, 
los dos casos anteriores nos muestran que — z = £(/0 para algun / e 
(0, 7r). Por tanto z = -E(it) = E(i(t + 7r)). 

Esto demuestra (cf), y por ende el teorema. 

De (d) y (48) se deduce que la curva y definida por 
(54) y(t) = E(it) (0 <^t< 2n) 

es una curva simple cerrada, cuyo rango es el circulo unidad en el piano. Co¬ 
mo y'(t) = iE(it), la longitud de y es 

f 2 * 1/(01 dt = 2n, 

J o 

por el Teorema 6.27. Este es, ciertamente, el resultado esperado para la cir- 
cunferencia de un circulo de radio 1; y se ha demostrado que it, definido por 
(51), tiene el significado geOmetrico usual. 

Del mismo modo vemos que si t crece de 0 a t„, el punto y(t) describe 
un arco circular de longitud Considerando el triangulo cuyos vertices son 


z t =0, 


z 2 — y( ? o)> Z 3 — C(t 0 ) 
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se ve que C{t) y S(t) son realmente identicas a cos t y sen t , si las ultimas es- 
tan definidas del modo habitual, por las razones entre los lados de un trian- 
gulo rectangulo. 

Se recalca que hemos deducido las propiedades fundamentales de las 
funciones trigonometricas, a partir de (46) y (25) sin recurrir nunca a la no¬ 
tion geometrica de angulo. Hay otros planteamientos no geometricos para 
estas funciones. Los siguientes articulos estan relacionados con estos temas, 
el de W. F. Eberlein ( Amer. Math. Monthly , tomo 74, 1967, paginas 1223 a 
1225) y el de G. B. Robinson {Math. Mag. tomo 41, 1968, paginas 66 a 70). 

LA COMPLETITUD ALGEBRAICA DEL CAMPO COMPLEJO 

Ahora estamos en disposition de dar una demostracidn sencilla de la pro- 
piedad del campo complejo, de ser algebraicamente completo, es decir, que 
todo polinomio no constante con coeficientes complejos tiene una raiz 
compleja. 

8.8 Teorema Supongamos que a {) ,... y a„ son numeros complejos , n > 1; 
a n * 0; 


P(z) = £ a k z k . 

0 

Entonces, P(z) = 0 para algun numero complejo z . 

Demostracion Sin perdida de generalidad, hagamos a„ = 1. Llamemos 

(55) p = inf \P{z)\ ^compleja). 


Si | z | = /?, 


(56) \a n .AR- 1 - ••• - |fl 0 |^“"]. 

El segundo miembro de (56) tiende a oo cuando R — oo. Por tanto, 
existe R i) tal que |P(^)| > ^ si |z| > /?„. Como |P| es continua en el 
disco cerrado con centro en 0 y radio R i) , el Teorema 4.16 demuestra 
que |P( 3 ,)| = n para algun z,,. 

Decimos que n = 0. 

Si no lo es, hagamos Q(z) = P(z + ^,)/P(^). Q sera un poli¬ 
nomio no constante, Q( 0) = 1, y \Q(z)\ > 1 para todo z. Hay un 
menor entero, £, 1 < k < n tal que 

(57) Q(z) = l +b k z k + ■■■ +b n z n , 

Por el Teorema 8.7 (d) hay un 6 real tal que 

(58) e ik °b k =-\b k \. 


b k jtO. 
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Si r > 0 y r* | b k | < 1, (58) implica 

|1 +b k r k e iM \ = 1 


de modo que 

| Q(re' e )\ < 1 — r*{|& t | — r\b k+l | — • • • — r"“ fc || 

Para r suficientemente pequeno, la expresibn entre Haves es positiva, 
por lo que \Q(re ie )\ < 1, que es una contradiction. 

Por tanto, ^ = 0, esto es, P(Zo) = 0. 

El Ejercicio 27 contiene un resultado mas general. 


SERIES DE FOURIER 

8.9 Definition Un polinomio trigonometrico es una suma finita de la 
forma 

N 

(59) f(x) = a Q 4- X ( a n cos nx + b n sen^^c) (x real), 

n~ 1 

donde ..., a N> b x ,..., b s son numeros complejos. Teniendo en cuenta las 
identidades (46), tambien puede escribirse (59) en la forma 

(60) f(x) = £ c„e inx (x real), 

— N 

que es mas conveniente en muchos casos. Es claro que todo polinomio trigo¬ 
nometrico es periddico, con periodo 2ir. 

Si n es un entero no nulo, e ms es la derivada de e'" x /in , que tiene tam¬ 
bien periodo 27 t. Por tanto, 


(61) 



(si n = 0), 

(si n — ±1, ±2, ...). 


Multipliquemos (60) por e-"”', donde m es entero; si integramos el 
producto, (61) demuestra que 


(62) 




dx 


para \m\ < N. Si \m\ > N, la integral de (62) es 0. 

La observation siguiente puede deducirse de (60) y (62): El polinomio 
trigonometrico /, dado por (60), es real si y solo si c „ = q, para n — 0,..., N. 



200 PRINCIPIOS de anAlisis matematico 


De acuerdo con (60), definiremos como serie trigonom&rica a la serie 
de la forma 

(63) £ c „e inx (x real); 

— 00 

definida la suma parcial N-esima de (63) como el segundo miembro de (60). 

Si / es una funcibn integrable en [- 7r,7r], los numeros c m definidos 
por (62) para todo entero m se llaman coeficientes de Fourier de /, y la serie 

(63) , formada con estos coeficientes, es la serie de Fourier de /. 

La pregunta principal que ahora se plantea, es si la serie de Fourier de 
/ converge hacia / o, mas general, si / esta determinada por su serie 
de Fourier. Es decir, si conocemos los coeficientes de Fourier de una fun- 
cion, ^podemos hallar la funcibn?, y si es asi, ^cbmo? 

El estudio de tales series, y, en particular el problema de representar 
una funcibn dada por una serie trigonometrica, se originb en los problemas 
de fisica, tales como la teoria de oscilaciones y la de la transmision del calor. 
(«La Theorie analytique de la chaleur» de Fourier se publicb en 1822.) Las 
muchas dificultades y delicados problemas aparecidos durante este estudio 
originaron una revisibn y reformulacion de toda la teoria de las funciones de 
variable real. Entre muchos nombres famosos, los de Reimann, Cantor y 
Lebesgue estan intimamente ligados con este tema, que en la actualidad, con 
todas sus generalizaciones y ramificaciones, puede decirse que ocupa el pues- 
to central de todo el analisis. 

Vamos, ahora, a deducir algunos teoremas fundamentals que est&n 
facilmente a nuestro alcance con los metodos desarrollados en los capitulos 
precedentes. Para un estudio mas profundo, la integral de Lebesgue es un 
instrumento natural e indispensable. 

Primeramente estudiaremos sistemas de funciones mas generales que 
participan de propiedades apalogas a (61): 

8.10 Definicibn Sea \<j>„ j (n = 1, 2, 3,...) una sucesion de funciones 
complejas en [a,b], tales que 

(64) f 4> n (x)<t> m (x) dx = 0 (n * m). 

Entonces, se dice que (</>„) es un sistema ortogonal de funciones en [a,b]. Si, 
ademas, 


(65) 



para todo n , se dice que (</>„ 1 es ortonormal u ortogonal y normalizada . 
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Por ejemplo, las funciones (2w)~^e inx forman un sistema ortonormal en 
[ — 7 r, 7 r], lo mismo que las funciones reales 

1 cos x sen x cos 2x sen 2x 

yj2U yj71 yjll yj71 yfu 

Si \<t) n | es ortonormal en [a,b] y si 

(66) = \ b f(tmf)dt (« = 1,2,3,...), 

llamaremos a c„ coeficiente fl-esimo de Fourier de / relativo a (</>„). Escri- 
biremos 

(67) f(x)~fc n <p n (x) 

i 

y llamaremos a esta serie, serie de Fourier de / (relativa a {<£„!). 

Observese que el simbolo - utilizado en (67) no implica nada sobre la 
convergencia de la serie; sino que expresa solamente que los coeficientes 
vienen dados por (66). 

Los siguientes teoremas demuestran que las sumas parciales de la serie 
de Fourier de/ tienen una cierta propiedad minima. Admitiremos aqui, y en 
lo que resta de capitulo, que / e 01, aunque se puede hacer una hipotesis 
mas amplia. 

8.11 Teorema Sea (</>„ 1 ortonormal en [a y b]. Sea 

n 

(68) s n (x) = £c m <fi m (x) 

m= l 

la n-esima suma parcial de la serie de Fourier de f\ y supongamos que 

(69) t n (x) = X y m 

m= 1 

Sera 

(70) f \f-s n \ 2 dx< f \f-1 n \ 2 dx, 

J a J a 

y la igualdad se cumple si, y solo si 


(71) 


7m Cm 


(m = 1,..., n). 
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Es decir, entre todas las funciones t n , s n da la mejor aproximacion 
cuadratica media de /. 

Demostracion Sea J la integral en [a,b], E la suma de 1 a n. Entonces, 

jf*n = J/£ ym$m = £ C m fm 

por la definition de |c„,), 

J l4| 2 = Jl Vm0m£ h$k= £ l?m| 2 

puesto que |<£,J es ortonormal, y asi, 

/i/-4i 2 =Ji/i 2 -J/?„-/A+Ji4r 

J* l/l £ C m 7m £ /n Tm “i“ £ 7m VfT! 

= j I/I 2 - £ kml 2 + £ IVm - C m \ 2 , 

que, evidentemente es minima si, y solo si y,„ = c nl . 

Poniendo y m = c„, es este calculo, obtenemos 

(72) f |j„(x)| 2 dx = £ |c m | 2 < f |/(x)| 2 <*c, 

J a 1 •'a 

pues j |/ - /J 2 > 0, 

8.12 Teorema Si (</>„} es ortonormal en [ a f b ], y si 

f(x) ~ £ c„ </>„(*), 

W — 1 

sera 

(73) £ kl 2 < fV(*)l 2 <&. 

En particular , 

(74) Urn c„ = 0. 

oo 

Demostracion Haciendo n — oo en (72), obtenemos (73), llamada 
«desigualdad de Bessel». 


8.13 Serie Trigonometrica De ahora en adelante, se tratara solo con el sis- 
tema trigonometrico. Considerando funciones / que tienen periodo 2n r y son 
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integrables sobre [ — 7r,7r] segun Riemann (y por esto son acotadas en ca- 
da intervalo). La serie de Fourier de / es la (63) cuyos coeficientes c n se 
calculan por medio de (62), y 

N 

(75) s N (x) = s N (f; x) = X c n e >nx 

-N 

es la N-esima suma parcial de la serie de Fourier de /. La desigualdad (72) 
toma ahora la forma 

(76) L f |s N (*)| 2 dx = I kl 2 < L f \f(x)\ 2 dx. 

2nJ-n -N In J-n 

Se introduce ahora el nucleo de Dirichlet 


(77) 


D n {x) = t e>nX = 

-N 


sen (N + \)x 
sen (x/2) 


que servira para obtener una expresion para S N que es mas facil de niu. 
jar que la (75). La primera de las igualdades en (77) es la definition de 
D N (x). La segunda se deduce si ambos lados de la identidad 

(e ix - 1 )D n (x) = e« N+l)x - e~ iNx 

se multiplica por e~ ix/2 . 

De (62) y (75), se tiene 

s N (f;x) = t 3-f dt e inx 

— N 2.n J- n 

1 N 

= ^-f mYe^-'dt, 

2nJ-n -N 


de modo que 

(78) s N (f; x) = L f f(t)D N (x -t) = f(x - t)D N {t) dt. 

La periodicidad de todas las funciones involucradas muestra que no importa 
sobre que intervalo se integre, mientras su longitud sea 2x. Esto muestra que 
las dos integrates de (78) son iguales. 

Se probara solo un teorema sobre la convergencia puntual de las series 
de Fourier. 

8.14 Teorema Si para algun x, hay constantes 6 > 0 y M < oo tales que 
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(79) I fix + t) -fix) | < M\t\ 
para todo t e (—S,S), entonces 

(80) Km s N (f; x) =/(x). 

N-oo 

Demostraeion Definase 


(81) 


£(0 = 


/(* - o -/(*) 

sen(//2) 


para 0 < |/| < tt, y h&gase g(0) = 0. De la definition (77), 


ij -[DMix-l. 


De esto, (78) muestra que 

%(/; x) -f{x) = T J _g{t) sen (n + ^jtdt 

= T /_ [*(0 cos sen Nt dt + ^ / ^ Jg(0 sen ^j cos Nt dt. 

De (79) y (81) se ve que g(t) cos (t/2) y g(0 sen (r/2) son acotadas. 
Entonces las ultimas dos integrales tienden hacia 0 cuando N — oo, 
por (74), Esto demuestra (80). 

Corolario Si f(x) = 0 para todo x en algun segmento J , entonces lim 
•S/vC/pO = 0 para cada x e J. 

He aqui otra formulacidn de este corolario: 

Si f(t) - g(t) para todo t en alguna vecindad de x, entonces 

s N (f ; x) - s N (g; x ) = s N (f- g ;x)^> 0 como N-+ oo. 

Este se denomina comunmente teorema de localizacion. Muestra que el 
comportamiento de la sucesidn (s\ (f\x) j, por lo que a convergencia se re- 
fiere, depende solo de los valores de / en alguna vecindad de x (arbitra- 
riamente pequena). Entonces dos series de Fourier pueden tener el mismo 
comportamiento en un intervalo, pero pueden comportarse de manera total- 
mente diferente en otro intervalo. Aqui se tiene un contraste muy notorio 
entre las series de Fourier y las de potencias (Teorema 8.5). 

Se concluira esta seccidn con otros dos teoremas de aproximacion. 
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8.15 Teorema Si f es continua (con periodo 27r) y si e > 0, entonces hay 
un polinomio trigonometrico P tal que 

IAX> -fix )| < e 


para todo real Jt. 

Demostracion Si se identifican x y x + 27t, se puede considerar a las 
funciones con periodo 2ir sobre R ] como funciones sobre el circulo 
unitario T como el mapeo x — e lx . Los polinomios trigonometricos, 
es decir, las funciones de la forma (60), forman un algebra autoad- 
junta que separa puntos sobre T, y que no desaparece en ningun 
punto de T. Como T es compacto, el Teorema 7.33 indica que s/ es 
denso en #( T ). Esto es lo que con exactitud asegura el teorema. 

Una forma mas precisa de este teorema se presenta en el Ejercicio 15. 

8.16 Teorema de Parseval Supdngase que f y g son funciones integrables 
segun Riemann y que tienen periodo 2i r, y ademas 

(82) fix) ~ t c„ e ixx , g(x) ~fy n e inx . 

— 00 -00 

Entonces 


(83) lim L f* | fix) - s N (f; x) | 2 dx = 0, 

ft-*oo ^7T J 

(84) f fix)gix) dx = £c„y„, 

(85) Lf \fix)\ 2 dx = f; \c n \ 2 . 

2k J -it - oo 


Demostracion Usemos la notation 

/ 1 r it 

(86) \\h\\ 2 = |— |/; ( x )|2 <&rj . 

Dado e > 0, como / e y /(ir) = /(— 7r), la construccidn que 
se describio en el Ejercicio 12 del capitulo 6 proporciona una funcion 
continua 2ir con periodo h tal que 


(87) 


II/- h \\ 2 < e. 
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Del Teorema 8.15, se puede ver que hay un polinomio trigonometrico 
P tal que | h(x) — P(a:)| < e para todo x. De aqui que || h — P|| 2 
< e. Si P es de grado N 0i el Teorema 8.11 muestra que 

(88) \\h - s N (h)\\ 2 < \\h - P\\ 2 < s 
Para todo N > N 0 . De (72), y con h — f en vez de /, 

(89) II s N (h) - s N (f)\\ 2 = || s N (h -/)|| 2 < || h -/|| 2 < e. 

Ahora, la desigualdad del triangulo (Ejercicio 11, Cap. 6) com- 
binada con (87), (88) y (89), muestra que 

(90) \\f-s N (f)\\ 2 <3e (N > N 0 ). 

Esto demuestra (83). A continuacibn, 

(91) f s N (f)g dx = Y. C n 7" / dx ='L C nln, 

y la desigualdad de Schwarz muestra que 

(92) I jfg - Js*(/)f| isj|/- s N (f)\\g\ £ {/ | /- s N \ 2 j\g\ 2 J /2 , 

la cual tiende hacia 0, cuando N — oo, por (83). Comparando (91) y 
(92) se obtiene (84). Finalmente, de (84) se ve que (85) es el caso espe¬ 
cial g = f. 

En el capitulo 11 se presenta una version mas general del Teorema 
8.16. 

LA FUNCI6N gamma 

Esta funcion esta muy relacionada con los factoriales y aparece inesperada- 
mente en el analisis. En el articulo de P. J. Davis (Amer. Math . Monthly , 
tomo 66, 1959, paginas 849 a la 869), se describen muy bien el origen, la his- 
toria y el desarrollo de esta funcion. Otra introduction elemental bastante 
buena, es el libro de Artin (que se cita en la Bibliografia). 

La presentation sera bastante condensada, y s61o se haran algunos co- 
mentarios despues de cada teorema. Se puede considerar esta section como 
un ejercicio bastante largo, y como oportunidad para aplicar algo del mate¬ 
rial presentado hasta ahora. 
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8.17 Definition Para 0 < x < oo, 

(93) r(x) = Ct x - 1 e- , dt. 

J o 

La integral converge para estas x. (Cuando x < 1, tienen que observar- 
se 0 y oo.) 

8.18 Teorema 

(a) La eeuacion funcional 

T(x + 1) = xT(x) 

se cumple si 0 < x < oo. 

( b ) T(n -f 1) = n! para n = 1, 2, 3,... 

(c) log F es convexa sobre (0, oo). 

Demostracion Integrando por partes se demuestra ( a ). Como F(l) 
= 1, por induction (a) implica (6). Si 1 < p < oo y (1/p) + (l/<7) 
= 1, se aplica la desigualdad de Hblder (Ejercicio 10, Cap. 6) a (93), 
y se obtiene 


\p q! 

Esto es equivalente a (c). 

Un descubrimiento sorprendente de Bohr y Mollerup es que estas tres 
propiedades caracterizan completamente a F. 

8.19 Teorema Si f es una funcidn positiva sobre (0, oo) tal que 

(a) f(x + 1) = xf(x ), 

(b) /(l) = 1, 

(c) log / es convexa, 
entonces f(x) = r(.\'). 

Demostracion Como r satisface (a), ( b ) y (c), es suficiente de- 
mostrar que f(x) se determina de manera unica por (a), (b), (c ), para 
todo x > 0. Por (a), basta con hacerlo para x e (0, 1). 

Si se hace ^ = log /. Entonces 


(94) 


<p(x + 1) = <p(x) + log x (0 < x < oo), 
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<p( 1) = 0, y (f es convexa. Supongase que 0 < x < 1, y n es un entero 
positivo. De (94), <p(n + 1) = log (n!). Considerese ahora el cociente 
de diferencias de <p sobre los intervalos j/i,/? 4- 1], [a 4- 1, w 4- 1 4- 
4- x], [n + 1, n 4- 2]. Como <p es convexa, 


log n < 


(pin + 1 + x) — (p{n 4-1) 


< log(n 4- 1). 


La aplicacion repetida de (94) produce 

(p{n 4- 1 4- x) = <p(x) 4- log [x(x + l) • • • (x + n)\. 


Entonces 


0 < (pix ) - log 




nln 


xix 4- 1) * • ‘ (x 4 n) 


] £ * log (l + i) 


(95) 


La ultima expresion tiende hacia 0 cuando n — oo. De aqui que se de¬ 
termine <p(x), y esto completa la demostracion. 

La relacidn siguiente se obtiene por un producto 

n\n x 


V(x) = lim 


x(x + 1) • • • (x + n) 


al menos cuando 0 < x < 1; de esto se puede deducir que (95) es cierta para 
todo x > 0, ya que T(x + 1) = xr(x). 

8.20 Teorema Si x > 0 y y >0, entonces 


(96) 


fV‘(i -ty~ l dt = 

J o 


r(x)r(y) 
r (x + y)‘ 


Esta integral es la llamada funcion beta B(x,y). 

Demostraci6n Notar que B(\,y) — \/y, y que log B(x,y) es una 
funcidn convexa de la variable x, para cada y fijo, por la desigualdad 
de Holder, de la misma forma que en el Teorema 8.18, y adem4s. 


(97) 


B(x+l,y) = 


x + y 


B(x, y). 
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Para demostrar (97), se efectua una integration por partes sobre 

B(x + 1 ,y) = f o 1 - 0 X+,_1 dt. 

Estas tres propiedades de B(x,y ) muestran para cada y , que el Teore- 
ma 8.19 se aplica a la funcibn / definida por 

fix) = ^Y7 + r" B ( x > y)- 

roo 

En consecuencia, /(*) = F(x). 

8.21 Algunas consecuencias La sustitucion t = sen 2 0 convierte a (96) en 

r*/ 2 nvirYv) 

(98) 2 f (sene) 2 *- 1 (cos fl) 2 ^ 1 rffl = • 

r(x + j) 

El caso especial x = y = i produce 

(99) T(i) = y/n. 

La sustitucion t = s 2 convierte a (93) en 

(100) T(x) = 2 f s 2x ~ 1 e~ s2 ds (0 < x < oo). 

El caso especial x - \ produce 


( 101 ) 


f e * 2 ds = yjn. 

* — QO 


Por (99), la identidad 

se deduce directamente del Teorema 8.19. 


8.22 Formula de Stirling Esta proporciona una expresion aproximada 
sencilla para F(x -f 1) cuando x es grande (por consiguiente para n\ cuando 
n es grande). La formula es 


lim 

X-+00 


r(x +1) 

(xje) x yjlnx 


= 1. 


(103) 
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He aqui una demostracidn. Haciendo t = x(l + u) en (93). Esto da 

(,04) T(x + 1) = x* +1 e~ x f" [(1 + u)e- u Y du. 

J -1 

Se determina h(u) de manera que /z(0) = 1 y 

(105) (1 + u)e~ u = exp £ — ^-/?(w)j 

Si — 1 < u < oo, u =£ 0. Entonces 

2 

(106) h(u) = -r [u — log (1 + u)\. 

u 

Y se deduce que h es continua, y que h(u) decrece monotonamente desde oo 
hasta 0 conforme u crece desde —1 hasta oo. 

La sustitucion u = s -Jl/x convierte a (104) en 

(107) T(x + 1) = x x e~ x y/2x f \J/ X (s) ds 

J -00 

en donde 


! ( \ _ /exp [-s 2 h{s Jlix)] ( — yfxjl < s < oo), 

Notense las siguientes propiedades de $ x (s): 

(a) Para cada 5, i// x (s) — e~ s2 cuando x — oo. 

(b) La convergencia en (a) es uniforme sobre [ — A,A], para cada A 

< 00 . 

(c) Cuando 5 < 0, entonces 0 < i ft x (s) < e * 2 . 

(i d ) Cuando s > 0 y x > 1, entonces 0 < \ff x (s) < 

(e) efe < oo. 

El teorema de convergencia que se establecid en el Ejercicio 12 del 
capitulo 7, puede aplicarse a la integral (107), y muestra que esta converge 
hacia VtT cuando x — oo, por (101). Esto demuestra (103). 

En el libro “Advanced Calculus” de R. C. Buck hay una version mas 
detallada de esta demostracibn (p&ginas 216 a 218.) Para otras demostra- 
ciones completamente diferentes, veanse el articulo de W. Feller en el Amer. 
Math . Monthly, tomo 74, 1967, paginas 1223 a 1225 (con una correccidn en 
el tomo 75, 1968, pagina 518), y las paginas 20 a 24 del libro de Artin. 
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El Ejercicio 20 da una demostracion simple de un resultado mks 
sencillo. 

EJERCICIOS 

1 . Definida 



(x 7 ^ 0), 
(* = 0). 


Demostrar que/tiene derivadas de todos los ordenes en x = 0, y que/">(0) = 0, 
para n = 1, 2, 3,... 

2. Sea a t/ el numero que ocupa la fila i y la columna j en el cuadro 

-1 0 0 0 ••• 

i -1 0 0 •• 

i i -1 0 ••• 

i i * -1 ••• 


tal que 


Probar que 


3. Demostrar que 


f0 O' <j\ 

-1 (/=/), 

\2 J ~ l (i >j). 


-2, Uflij = 0. 
i j j i 




si aj > 0 para todo / y j (puede presentarse el caso + oo = + oo). 

4. Demostrar las siguientes expresiones sobre limites: 

(a) lim -- - = log b (b> 0). 

jc-»0 X 


(b) 


lim 

x -»0 


log (1 + x) 
x 


(**) lim (1 + a :) i,x — e. 

x -+0 


id) 
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5. Encontrar los limites siguientes: 


(«) 

lim 

X-* 0 

e - (1 + x) llx 

X 

ib) 

lim 

n-+ 00 

T—— W* — 1]. 
log n 

(c) 

lim 

tan x — x 

x{\ — cos x) ' 

id) 

lim 

x-0 

x — sen x 

tan x — x ‘ 


6 . Suponer f(x\f{y) = f(x + y) para todo xy y reales. 

(a) Admitiendo que / es diferenciable y no nula, probar que 

fix) = e cx 


siendo c una constante. 

(&) Demostrar lo mismo, suponiendo solamente que / es continua. 

7T 

7. SiOcxc-, probarque 

2 sen x 

- <-< 1 . 

7 T X 

8 . Para n = 0, 1, 2,y .v real, probar que 

| sen nx | <w|sen;c|. 

Observese que esta desigualdad puede ser falsa para otros valores de n. Por 
ejcmplo, 


| sen frr\ >J| sen 7 r |. 

9. (a) Haeiendo 5 , v = 1 +(£) + *” + ( 1 /N) Demostrar que 

lim (s N — log N ) 

N-> oo 

existe. (Este limite se representa comunmente por 7 , y se le llama constante de 
Euler. Su valor numerico es 0.5772..., y no se sabe si 7 es racional o no.) 

(b) Aproximadamente, ^que tan grande debe ser m para que N = \0 m satisfaga 
la desigualdad s N > 100 ? 

10 . Demostrar que £ 1/p diverge; la suma se efectua sobre todos los primos. 

(Esto demuestra que los primos forman un subconjunto bastante substan¬ 
tial de los enteros positivos.) 

Sugerencia: Dado N, sean p p ..., p k los primos que dividen al menos a un 
entero <N. Entonces 
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N 1 * / 1 1 \ 

E (l + f +4+-I 

«=in pj pj / 


* 2 

:2expE — • 

J-i Pj 


Esta ultima desigualdad se cumple porque 

si 0 < x < i. 

(Existen muchas demostraciones de este resultado. Veanse, por ejemplo, el 
articulo de I. Niven en la Amer. Math. Monthly , tomo 78, 1971, paginas 272 a 
273, y el de R. Bellman en la Amer. Math . Monthly , tomo 50, 1943, paginas 318 
a 319.) 

11 . Supongase que/ e Y% sobre [0, A] para todo A < oo, y f/jc) — 1 cuando a — 
+ oo. Demostrar que 

lim t f e~ tx f(x ) </a = 1 (/ > 0). 

*-* 0 •'o 


12 . Supongase que 0 < 8 < 7r, /(a) = 1 si \x\ < 8,/(a) = 0, si 8 < (a') < 7r, y /(a 
+ 27r) = /(a) para todo a. 

(a) Calcular los coeficientes de Fourier de /. 

( b ) Concluir que 


® sen (nS) 

it-1 H 


7T — S 
2 


(0 < 8 < 7r). 


(c) A partir del teorema de Parseval, deducir que 

^ sen 2 (w 8 ) tt — 8 
n 2 b = 2 * 

(tf) Hacer 8 — 0 y demostrar que 



( e) Poner en ( c ) 8 = 7 r/ 2 . ^Que se obtiene? 

13. Hacer /(a) = a si 0 < a < 27t, y aplicar el teorema de Parseval para concluir 
que 

V ± = 

« 2 6 * 


14. Si /(a) = (7r - IaI ) 2 sobre [ — 7r,7r] , demuestrese que 


e 


i /r 


; cos nx 
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y deduzcase que 


V — = — y> — = — 

nh n 1 6 ’ »ti n* 90' 


(Un articulo reciente de E. L. Stark contiene muchas referencias sobre se¬ 
ries de la forma Ln~ s , donde 5 es un entero positivo. Vease Math. Mag., tomo 
47, 1974, paginas 197 a 202.) 

15. Con D n como se definib en (77), y poniendo 

r n(x) = £ D n (x). 

IS -r 1 n — o 


Demostrar que 


K n (x) = 


1 

N+ 1 


1 — cos (N- h I)* 
1 — cos x 


y tambien que 

(a) K N > 0, 

(b) 1" Ks(x) dx = 1, 

(O K N (x)<,-f— ■ - . 2 -r Si 0 <8 < |x| 

N -f 1 1 — cos o 

Si s N = s N if ; jc) es la N-esima suma parcial de la serie de Fourier de/, con- 
siderese la media aritmetica 


So 4- Si 4" * * ’ ~b Sn 

-77TI • 

Demostrar que 

o N (f; /(* - ')*»(') dt, 

y por consiguiente probar el teorema de Fejer: 

Si f es continua, con periodo 2ir, entonces (/; a ) — f(x) uniformemente 
sobre [ — 7r,7r]. Sugerencia: Usar las propiedades (a), ( b ), (c) y procedase como 
en el Teorema 7.26. 

16 . Demostrar la siguiente version puntual del teorema de Fejer: 

Si f e @ y f{x +), f(x -) existe para algun x, entonces 

lim <r»(/;;t) = i[/(*+)+/(*-)]• 

N->q o 

17 . Supongase que / es acotada y mondtona sobre [-7r,7r], con coeficientes de 
Fourier c n , como los dados en (62). 

(a) Usar el Ejercicio 17 del capitulo 6 para demostrar que \nc f1 \ es una sucesion 
acotada. 
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(fr) Combinar (a) con el Ejercicio 16 y el Ejercicio 14(e) del capitulo 3 para po- 
der concluir que 


lim s„(f; x ) = M/(*+) +/(*—)] 

N-*ao 

para cada x. 

(c) Supongase solo que / e 01 sobre [ — 7r,7r] y que / es monotona en algun seg- 
mento («,/?) c [ - ?r,7 r]. Demoslrar que la conclusion de ( b ) se cumple para todo 
x e (a,/?). 

(Esta es una aplicacion del teorema de localization.) 

18 . Se define 


fix) — x 3 — sen 2 x tan x 
g<x) = 2x 2 — sen 2 x — x tan x. 

Para cada una de estas dos funciones, determinar si son positivas o negativas pa¬ 
ra todo x e (0, 7 t/2), o si cambian de signo. Demuestre su respuesta. 

19. Supongase que/es una funcion continua sobre R\ f(x + 2i r) = /(x), y a/ir es 
irracional. Demostrar que 

lim -k Z /(* + ««) = f f /(/) dt 
JV-.00 N n = 1 27T J _* 

para cada x. Sugerencia : Hacerlo primero para /(x) = e ikx . 

20. El calculo sencillo que se muestra a continuation, proporciona una aproximacion 
buena a la formula de Stirling. 

Para m — 1, 2, 3,..., se define 

fix) = im + 1 — x) log m + (x — m) lqg (m + 1) 

si m < x < m + 1, y se define tambien 

x 

g(x) --1 + log m 

m 

si m — i < x < m + i. Dibujar las graficas de f y g. Notar que fix) < log x < 
g(x) si x > 1 y que 

fix)dx = log(n!) — ilog n> — J + J* g(x) dx. 

Integrar log x sobre [I, n]. Concluir que 

i < log (/*!) — in 4- i) log n + n < 1 

para n = 2, 3, 4,— ( Nota : log fin ~ 0.918_) Entonces 

n\ 

inle)Wn <e ' 


e 1 '* < 
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21. Sea 



(n = 1, 2, 3,...). 


Demostrar que existe una constante C > 0 tal que 

L„>C log n (n = 1, 2, 3, ...), 
o, dicho do mancra mas precisa, que la sucesion 



es acotada. 

22. Si fv es real, y — 1 < a< 1, demostrar el teorema del binomio de Newton 


n= i n ! 


Sugerencia: Representar el miembro dereeho eon f(\). Demostrar que la serie 
converge. Demostrar despues que 

(1 +*)/'(*) = «/(*) 

y resolver esta ecuacion diferencial. 

Mostrar tambien que 


a-*)-•= t 

n = O 


n\ r(a) 


si - 1 < a* < 1 y (\ > 0. 

23. Sea 7 una curva cerrada continuamentc diferenciable en cl piano complcjo, con 
un intervalo de parametros [a,b] y y admitasc que 7 (/) ± 0 para eada t e [a,b]. 
Se define el indice de 7 eomo 



vV) 

y(t) 


dt. 


Demostrar que el Ind (^) es siempre un entero. 

Sugerencia: Existe sobre [a,b] con * p* — 7 V 7 , <p(a) - 0. En conseeucn- 
cia -> expf-y?) es constante. Ya que 7 (a) = 7 (/?), se deduce que exp s r(b) = exp 
s c{a) = 1. Notar que <p(b) = 2iri Ind ( 7 ). 

Calcular Ind ( 7 ) cuando 7(0 = e int , a - 0, b = 27r. 

Explicar por que Ind ( 7 ) se denomina comunmcntc el numero de arrollu- 
miento de 7 alrededor de 0 . 

24. Sea 7 como en el Ejercicio 23, y supongase ademas que el rango de 7 no intersec- 
ta el eje real negativo. Demostrar que Ind ( 7 ) = 0. Sugerencia : Para 0 < c < 00 , 
Ind (7 + c) es una funcion de c continua valuada en los enteros. Tambien, Ind 
(7 + £•) — 0 cuando c — 00 . 
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25. Supongase que 7 , y 7 -, son las curvas definidas como en el Ejemplo 23, y 

|yi(0 —y»(OI< |yi(0| 0 a<t<.b ). 

Demostrar que Ind ( 7 ,) = Ind ( 7 2 ). 

Sugerencia : Hagase 7 = 73 / 7 ,, Enseguida 1 - 7 | < 1, de aqui que por el 
Ejercicio 24, Ind ( 7 ) = 0. Tambien 

_y/ 

y2 yi * 

26. Sea 7 una curva cerrada en el piano complejo (no necesariamente diferenciable) 
con un intervalo de parametros [ 0 , 2tt], tal que 7(0 * 0 para cada t e [ 0 , 27t]. 

Elijase 6 > 0 de tal forma que [ 7 ( 0 1 > 6 para todo t e [0, 2-ar]. Si P, y P 2 
son polinomios trigonometricos tales que I P-(t) - 7 ( 0 ! < fi/4 para todo / e [0, 
27r] (su existencia la asegura el Teorema 8.15), d mostrar que 

Ind (P,) = Ind (P 2 ) 

aplicando el Ejercicio 25. 

Definir este valor comun como Ind ( 7 ). 

Demostrar que las proposiciones de los Ejcrcicios 24 y 25 se cumplen sin 
ninguna suposicion de diferenciabilidad. 

27. Sea / una funcion compleja continua definida en el piano complejo. Supongase 
que hay un entero positivo n y un numero complejo c ± 0 tales que 

lim z~ n f(z) = c. 

|xl-» OO 

Demostrar que/(z) = 0 para al menos un numero complejo c. 

N 6 te.se que esto es una generalizacion del Teorema 8 . 8 . 

Sugerencia : Admitase que f(z) ± 0 para todo z, y definir 

Yr{t) = f(re u ) 

siO</*<oo,0</<27r para demostrar que las siguientes proposiciones acer- 
ca de las curvas 7 ,., son ciertas: 

(£ 7 ) ind ( 7 0 ) = 0 . 

(b) Ind (y r ) = n para todo /* suficientemente grande. 

(c) Ind ( 7 ,.) es una funcion de r continua, sobre [ 0 , 00). 

[En (b) y (c), usar la ultima parte del Ejercicio 26.) 

Mostrar que (a), ( b) y (c) se contradicen, debido a que n > 0. 

28. Sea D el disco unidad cerrado en el piano cortiplejo. (Entonces z e D si y solo si 
I z\ ^ 1.) Sea g una aplicacion continua de D en el circulo unidad T. (Entonces, 
jgU ) 1 - 1 para cada z e D.) 

Demostrar que g(z) = —z para al menos un z e T. 

Sugerencia : Para 0<r<l,0</< h r, hacer 


yr(t)=g(re u \ 
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y poner = e~ il y l (t). Si g(z) * - z para cada z e T, entonces * - 1 
para cada t e [0, 2i r]. De aqui que ( i/j) - 0 por los Ejercicios 24 y 26. Se deduce 
que Ind ( 7 ,) = 1. Pero Ind ( 7 0 ) = 0. Obtener una contradiction, como en el 
Ejercicio 27. 

29. Demostrar que cada aplicaciOn continua / de D en D tiene un punto fijo en D. 

Este es el teorema de punto fijo de Brouwer, para el caso de 2 
dimensiones.) 

Sugerencia : Suponer f(z) * z para cada z e D. Asociar a cada z e D el 
punto g(z) e T que se localiza sobre el rayo que parte de f(z) y pasa por z . En¬ 
tonces g mapea D en T y g(z) = z si z e T t y g es continua, porque 


g(z) = z - s(z)[f(z) - z], 


donde s(z) es la unica raiz no negativa de cierta ecuacion cuadratica cuyos coefi- 
cientes son funciones continuas de / y z. 

Aplicar el Ejercicio 28. 

30. Mediante la formula de Stirling demostrar que 


lim 

*-*00 


r(x-t-c) 

x c T(x) 


para cada constante real c. 

31. Para la demostracion del Teorema 7.26, comprobamos que 


(1 — x 2 ) n dx > 


3 Vn 


para n = 1, 2, 3,_Apoyandose en el Teorema 8.20 y Ejercicio 30, mostrar el 

siguiente resultado mas preciso 


lim Vn I (1 — x 1 )” dx = Vn. 

n~* 00 J _ | 
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TRANSFORMACIONES LJNEALES 

Comenzamos este capitulo con un estudio de conjuntos de vectores en un n- 
espacio euclidiano R". Las propiedades algebraicas presentadas aqui, se ex- 
tienden sin variation a espacios de vectores de dimensidn finita sobre cual- 
quier campo de escalares. Sin embargo, para nuestro objeto es totalmente 
suficiente permanecer en el marco habitual proporcionado por los espacios 
euclidianos. 

9.1 Definiciones 

(a) Un conjunto X c: R n es un espacio vectorial six + y e A" y cx 
€ X para todo x e X, y e X, y para todo escalar c. 

( b) Si x,,..., x *. e R n y c,,..., c k son magnitudes escalares, al vec¬ 
tor c,x, 4- ••• + c k \f. se le llama combinacidn lineal de x,,..., Si 
S a R ■' y si E es el conjunto de todas las combinaciones lineales de 
clementos de S, diremos que S genera a £, o que E es el sistema 
de generations de 5. 

Se observara que todo sistema de generadores es un espacio 
vectorial. 

(c) Se dice que un conjunto constituido por los vectores x,,..., x* 
(usaremos para tal conjunto la notacion |x,,..., x* J) es independiente 
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(linealmente independiente ), si la relation qx, + ••* + c k \ = 0 
implica que c, = • • • = q. = 0. En otro caso, se dice que fx,,..., x* j 
es dependiente (linealmente dependiente). 

Observese que ningun conjunto independiente contiene el vector 

nulo. 

(d) Si un espacio vectorial X contiene un conjunto independiente de 
r vectores, pero no contiene un conjunto independiente de r + 1 vec- 
tores, diremos que tiene dimensidn r y escribiremos: dim X = r. 

El conjunto constituido por 0 solamente, es un espacio vecto¬ 
rial; su dimension es 0. 

( e ) De un subconjunto independiente de un espacio vectorial X que 
genera a X , se dice que es una base de X. 

Observese que si B — {x l ,..., x r j es una base de X , todo x e X 
tiene una representation unica de la forma x = Eqx,. Tal representa¬ 
tion existe, pues B genera a X y es unica por ser B independiente. A 
los numeros c,,..., c r se le llama coordenadas de x con respecto a la 
base B . 

El ejemplo mas conocido de bases, es el conjunto (e,e„j, 
siendo e,- el vector en R" cuya coordenada y-esima es 1 y cuyas otras 
coordenadas son todas 0. Si x e R'j x = x„), entonces x = 

= Lx t e r Llamaremos a (e,,..., e„} la base candnica , estandar o natu¬ 
ral de R". 

9.2 Teorema Sea r un entero positivo. Si un espacio vectorial X esta en- 
gendrado por un conjunto r de vectores , dim X < r. 

Demostracion Si no fuera cierto, existiria un espacio vectorial X que 
contendria un conjunto independiente Q — fy,,..., y,que estaria 
engendrado por un conjunto S [) de r vectores. 

Supongamos que 0 < / < r y que se ha formado un conjunto S t 
que genera a X y que consta de todos los y ; con 1 < j < / mas una 
cierta coleccion de r - / miembros de S {)i por ejemplo x,,..., \ 
(En otras palabras, S \ se obtiene de S () sustituyendo i de sus elementos 
por elementos de Q , sin modificar el sistema de generadores.) Como 
S, genera a X , y,., pertenece al sistema de generadores de S,; por tan- 
to, existen escalares a, t ,, 6,,..., b, .,, con a, 4 , = 1, tales que 

»+l r-i 

X a jyj + X b kXk = °- 

7=1 fc = 1 

Si todo b k fuese 0, la independencia de Q obligaria a todo a, a ser 0, 
lo que es una contradiccion. Se deduce que algun \ e S, es una com¬ 
bination lineal de los otros elementos de T, = S, vj jy,,,). Quitemos 
este \ de 7; y llamemos S ,,, al conjunto que queda. Entonces, S /4 , ge- 
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nera el mismo conjunto que T n es decir X , de modo que S t + , tiene 
las propiedades postuladas para S, con / + 1 en lugar de /. 

Partiendo de SI,, construimos asi conjuntos S,S r . El ultimo 
de estos, consta de y,,..., y,, y su construction demuestra que genera 
a X. Pero Q es independiente; por tanto, y, + , no pertenece al sistema 
de generadores de S r . Esta contradiction demuestra el teorema. 

Corolario dim R" = n. 

Demostracion Como je^,..., e„| genera R\ el teorema demuestra 
que dim R" < n. Como (e,,..., e„j es independiente, dim R" > n. 

9.3 Teorema Supongamos que X es un espacio vectorial, y que 
dim X — n. 

(a) Un conjunto E de n vectores en X genera a X si, y solo si E es 
independiente. 

(b) X tiene urn base, y toda base consta de n vectores. 

(c) Si 1 < r < n y (y,,..., y r \ es un conjunto independiente en X, 
este tiene una base que contiene a (y,,..., y r ). 

Demostracion Supongamos que E = (x,,..., \ |. Como dim X = n, 
el conjunto {x,,..., x^y) es dependiente, para todo y e X Si £ es in¬ 
dependiente, se sigue que y pertenece al sistema de generadores de E , 
por lo que E genera a X. Inversamente, si E es dependiente, se puede 
suprimir uno de sus elementos sin cambiar el sistema de generadores 
de E. Por tanto, E no puede engendrar a X , por el Teorema 9.2, lo 
que demuestra (a). 

Como dim X = n, X contiene un conjunto independiente de n 
vectores, y (a) muestra que dicho conjunto es una base de X\ ahora, 
de 9.1(d) y 9.2 se deduce ( b ). 

Para demostrar (c), sea fx,,..., \) una base de X. El conjunto 
^ = {yi. x 1( x„} 

genera X y es dependiente, pues contiene mas de n vectores. El argu- 
mento utilizado en la demostracion del Teorema 9.2 muestra que una 
de las x es una combinacion lineal de los otros elementos de S. Si 
suprimimos este x de 5, el conjunto que queda sigue engendrando a 
X. Este proceso puede repetirse r veces y conduce a una base de X 
que contiene a fy,,..., y,), por {a). 


9.4 Definiciones Se dice que una aplicacion A de un espacio vectorial X 
en un espacio vectorial Y es una transformacidn lineal si 
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A(x x + x 2 ) = Ax t + Ax 2 , A(cx) = cAx 

para todo x, x,, ^ e X y todo escalar c. N6tese que, a menudo, se escribe 
Ax en lugar de A(x), si A es lineal. 

Se observar& que >10 = 0, si A es lineal. Observese tambien que una 
transformacibn lineal A de X en Y se determina completamente por medio 
de su accibn sobre cualquier base: si {X*,..., x„ j es una base de X , entonces 
cada x e X tiene una representation unica de la forma 

n 

x=Z c i x s> 

i= 1 

y la linealidad de A nos permite calcular Ax a partir de los vectores Ax,,..., 
A\ y las coordenadas c,,..., c„ por medio de la formula 

n 

Ax = Yj c t A X;. 

»=i 

A las transformaciones lineales de A" en A" se les llama frecuentemente 
operadores lineales en X . Si A es un operador lineal en X tal que: (i) es uno- 
a-uno, y (ii) aplica X sobre X , decimos que A es invertible . En este caso, po- 
demos definir un operador A -■ en A" con la condicibn de ser A~'(Ax) = x 
para todo x € X. Es trivial comprobar que entonces se tiene tambien 
A(A-'x) = x, para todo x e X y que A~ l es lineal. 

Una propiedad importante referente a los operadores lineales en espa- 
cios vectoriales de dimensibn finita, es que cada una de las condiciones ante- 
riores (i) e (ii) implica la otra. 

9.5 Teorema Un operador lineal A en un espacio vectorial X de dimen- 
sidn finita , es uno-a-iino si y solo si el rango de de A es todo X . 

Demostracion Sea (x,,..., } una base de X. La linealidad de A de- 

muestra que su rango 3t(A) es el sistema de generadores del conjunto 
Q = (Ax,,..., AxJ. Por tanto, del Teorema 9.3 (a) deducimos que 
@(A) = X si, y solo si Q es independiente. Tenemos que demostrar 
que esto sucede, si, y solo si A es uno-a-uno. 

Supongamos que A es uno-a-uno y EqAx, = 0. Entonces, 
A(Ec,x,) = 0, por lo que Eqx, = 0 y, por tanto c, = ••• = c„ = 0, 
llegando a la conclusion de que Q es independiente. 

Inversamente, supongamos que Q es independiente y A (Eqx,) 
= 0. Entonces, EqAx, = 0, por lo que c, = ••• = c n = 0 y deduci¬ 
mos que Ax = 0 solo si x = 0. Si, ahora, Ax — Ay ser& A (x - y) = 
= Ax — Ay = 0, de forma que x — y = 0, lo que nos dice que A es 
uno-a-uno. 
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9.6 Definiciones 

(a) Sea L(X,Y) el conjunto de todas las transformaciones lineales 
del espacio vectorial X en el espacio vectorial Y. En lugar de L(X,X) 
escribiremos, simplemente, L(X). Si A l9 A 2 e L(Y,X) y c it q son es- 
calares, definiremos c i A l + qA 2 por 


(c i A l 4- c 2 A 2 )x — c x A{x + c 2 A 2 x (x e X). 


Es claro, entonces, que c ] A ] -1- c^Aj e L(X,Y ). 

(b) Si X, Y, Z son espacios vectoriales, si A e L(X,Y) y B e 
L(Y,Z) definiremos su vroducto BA como la composition de A y B: 

( BA)x = B(Ax) (x e X). 

Entonces, BA e L(X,Z). 

Observese que BA no es necesariamente igual a AB, incluso 
cuando X = Y - Z. 

(c) Para A e L(R n ,R m ), definiremos la norma \\A\\ de A como el 
sup de todo; los numeros |^4x|, donde x tiene como rango todos los 
vectores R n con |x| < 1. 


\Ax\< M|| |x| 

se cumple para todo x e R n . Adem^s, si X es tal que |>4x| < \|x| 
para todo x e R n , entonces \\A\\ < X. 

9.7 Teorema 

(a) Si A e L{R n , R m ), entonces \\A J < oo y A es una aplicacidn 
uniformemente continua de R n en R m . 

(Z?) Si A, B e L(R n , R m ) y c es un escalar, sera 

\\A + B\\ <. M|| + ||5||, \\cA\\ = \c\ M||. 

Con la distancia entre A y B definida por \\A - B (, L(R", 
/?"') es un espacio metrico. 

(c) Si A e L(R", R"') y B e L(R"', R k ), entonces 

\\BA\\ ^ Mil Mil. 


Demostraci6n 

(a) Sea e„| la base natural en R" y supongamos que x = 

= Ec;e„ |xj < 1, de modo que |q| < 1 para i = l,..., n. Ser&: 
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\Ax\ =|Ic i ^e i | <X |c,| \Ae t \ <£ \ Ae t \ 
de forma que 


Mil M e il< 00 ■ 

i = 1 

Como \Ax - y4y| < \\A || |x - y| si x, y € R", vemos que A es 
uniformemente continua. 

( b) La desigualdad de ( b ) se deduce de 

|M + 5)x| = Mx + £x|< Mx| + |5x| < (MU + Mll)|x|. 

Del mismo modo se demuestra la segunda parte de (b). Si 

A, B, C e L(R n , R m ), 

tenemos la desigualdad del triangulo 

\\A - C\\ = || (A -B) + (B- C)|| < \\A - B\\ + ||B - C||, 

y se comprueba facilmente que ||A ~ B\\ tiene las restantes pro- 
piedades de una metrica. (Definicion 2.15). 

(c) Finalmente , (c) se deduce de 

|(A4)x| = | B(Ax )| < \\B\\ \Ax\ < IUII M|| |x|. 

Como ahora tenemos metricas en los espacios L(R", R los concep- 
tos de conjunto abierto, continuidad, etc. Tienen sentido para estos espa¬ 
cios. El proximo teorema utiliza estos conceptos. 

9.8 Teorema Sea ft el conjunto de todos los operadores lineales invertibles 
en R". 


(a) Si A e ft, B c L(R"), y 

Wb-aw-wa-'WkI, 


entonces B e ft. 

(b) ft es un subconjunto abierto de L (/?"), y la aplicacion A — A~ l 
es continua en ft. 

(Ademas, es evidente, una aplicacion 1-1 de ft sobre si mismo, 
que es su propio inverso.) 
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Demostracion 

(a) Poniendo \\A~~^\\ = 1/a, y ||fi - A\\ = (3, Entonces 0 < 
a. Para cada x e R'\ 

a|x| = a\A~ 1 Ax\ < a||^ _1 |l * M x l 

= \Ax\< |(A - B)x\ 4- |fix| < j8|x| + |fix|, 

asi que 

(1) (a — j5)|x| < | fix | (xcn 

Como a - 13 > 0, (1) muestra que fix ^ 0 si x ^ 0. De esto se 
tiene que fi es 1-1. Del Teorema 9.5, fi e 12. Esto se cumple para todo 
fi con |fi — A | < a. Entonces se tiene (a) y el hecho de que Q es 
abierto. 

( b ) Ahora, se reemplaza x por fi~ l y en (1). La desigualdad resultante 

(2) (a — p)\B~ 1 y\ < Ififi'Vl = |y| (y^") 

muestra que flfi- 1 || < (a - 0)- 1 . La identidad 

fi" 1 -A' 1 =B‘\A- B)A~\ 
combinada con el Teorema 9.7(c), implica por tanto que 

||ir 1 -/r 1 ||<l|/r 1 ll \\a-b\\ m-*| < p - • 

«(* - P) 

Esto establece la afirmacion de continuidad que se hizo en (6), debido 
a que 0 — 0 cuando fi — A. 

9.9 Matrices Supongamos que |x,,..., \ \ y (y,,..., y /H ) son bases de espa- 
cios vectoriales X, Y, respectivamente. Cada A e L(X,Y) determinara un 
conjunto de numeros a u tales que 

(3) Axj =£a u y i (1 < j < n). 

i~ 1 

Es conveniente colocar estos numeros en un cuadro de m filas y n columnas, 
llamado matriz ni por //. 

a \\ a l2 ”* a l n 
j-^j _ a 21 a 22 * * * a 2n 


a m2 
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Se observara que las coordenadas a„ del vector Ax t (con respecto a la base 
(y,,..., y,„| aparecen en la columna j-esima de [A], A los vectores Ax ; se les 
llama a veces vectores columna de [A], Con esta terminologla, el rango de A 
esta engendrado por los vectores columna de [A], 

Si \ = ECjXj, la linealidad de A, combinada con (3) muestra que 

< 4) A-f (t«(,<;)y- 

i = 1 \j = 1 J 

Asi pues, las coordenadas de Ax son D a 0 Cj. Notese que en (3) la sumacion 
se extiende sobre el primer subindice de a 0 ; cuando calculamos las coordena¬ 
das, sumamos respecto al segundo. 

Supongamos ahora, que se da una matriz m por n 9 con terminos reales 
a 0 . Si, entonces, A esta definido por (4), es evidente que A e L(X, Y) y que 
[A] es la matriz dada. Asi, hay una correspondencia natural 1-1 entre 
L(X, Y) y el conjunto de todas las matrices reales m por n . Sin embargo, re- 
calcamos que [A ] depende no solo de A sino tambien de la eleccibn de bases 
en x y Y. El mismo A puede dar origen a muchas matrices diferentes si cam- 
biamos las bases, y viceversa. No llevaremos mas adelante esta observacion, 
pues habitualmente trabajaremos con bases fijas. (En 9.37 se pueden en- 
contrar algunas observaciones sobre este tema.) 

Si Z es un tercer espacio vectorial, con base fz,,..., ^ J, si A esta dada 
por (3) y si 


By t =Y,b ki z k , ( BA)Xj = X C kj z k , 

k k 

entonces A e L(X,Y ), B e L(Y f Z)> BA e L(X,Z) 9 y como 
B(Axj) = B X a u yi = £ a i; 5y f 

i i 

=E a u E b ki =Z (Z hi *o) %. 

la independencia de (z,,..., ) implica que 

(5) c kJ =Y, b ki a ij {\ <,k < p, \ <j ^ ri). 

i 

Esto muestra el modo de calcular la matriz p por n [BA] a partir de [fi] y 
[A], Si definimos el producto [B][A] como [BA], entonces (5) describe la 
regia normal de multiplicacion de matrices. 

Finalmente, supongamos que |x,,..., x,,) y |y,,..., y„, 1 son bases estan- 
dar de R" y R'", y A esta dado por (4). La desigualdad de Schwarz muestra 
que 

£ I (£ • I - IfiW- 
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Asi, pues, 

(6) Mil ^(E fly) 1 ' 2 - 

Si aplicamos (6) a B - A en lugar de A, donde A, B e L(R" f /?'")> ve- 
mos que si los elementos de la matriz a 0 son funciones continuas de un para- 
metro, esto mismo es cierto para A. Mas preciso: 

Si S es un espacio metrico, si a u ,..., a mn son furyciones continuas reales 
en S, y si para cada p e S, A p es la transformacion lineal de R n en R m , cuya 
matriz tiene terminos a IJ (/?), entonces la aplicacion p — A p es una aplicacidn 
continua de S en L(R n , R m ). 


DIFEREN Cl ACION 

9.10 Preliminares Con el fin de obtener una definition de la derivada de 
una funcion cuyo dominio es R n (o un subconjunto abierto de R n ) f volva- 
mos al caso conocido n = 1, y veamos como interpretar la derivada en este 
caso, de tal manera que el resultado pueda ampliarse de manera natural 
cuando n > 1. 

Si/es una funcibn real con dominio ( a,b ) c= R ] y si x e ( a,b) 9 enton¬ 
ces f'(x) se define comunmente como el numero real 


(7) 


lim 


f{x + h) -f(x) 
-:-> 


por supuesto, siempre que este limite exista. Por lo que 
(B) f(x + h) -fix) =f'ix)h + r(A) 


donde el “residuo” r(h) es pequeno, entendiendose por esto que 


(9) 


rih) 


lim 
ft-o h 


= 0. 


Notese que (8) expresa la diferencia fix + h) - f(x) como la suma de 
la funcidn lineal que lleva h a f'(x)h , mas un pequeno residuo. 

Puede considerarse por tanto, que la derivada de/en x no es un nume¬ 
ro real, sino un operador lineal sobre R l que lleva a/ia f'(x)h. 

[Observese que cada numero real a da lugar a un operador lineal sobre 
R ] ; el operador en cuestion es sencillamente la multiplication por a. De ma¬ 
nera inversa, toda funcion lineal que lleva R ] en R ] es la multiplication por 
algun numero real. Esta correspondencia 1-1 natural entre R ] y L(R') es la 
que motiva las propositions anteriores.] 
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Considerese ahora una funcion f que mapea ( a,b ) cr R l en R". En es- 
te caso, f'(*) se definio como el vector y <e R" (si existe uno) para el cual 


( 10 ) 


lim 

( i ->0 


(f(x + h) - f(;c) 


- y) = 0. 


Esto puede volverse a escribir en la forma 


(11) f {x + h) - f (x) = hy + r(/0, 

en donde r (h)/h — 0 cuando h — 0. El termino principal en el miembro de- 
recho de (11) es, otra vez, una funcion lineal de h. Cada y e R" induce una 
transformacion lineal de R { en R m , asociando a cada h e R ] el vector hy e 
R m . Esta identificacion de R m con L(R ] , R" ) permite considerar a f'(x) co¬ 
mo un miembro de L(R\ R m ). 

Entonces, si f es un mapeo diferenciable de ( a,b) c /?' en R", y si x 
e (a,b ), entonces f(jc) es una transformacidn lineal de R' en R m que satisface 

02 ) 

h-»0 h 

o de manera equivalente, 

(13) 

h^O \h\ 

Podemos ahora considerar el caso n > 1. 


9.11 Definici6n Supongamos que E es un conjunto abierto en /?", que f 
mapea E en R ", y x e E. Si existe una transformacion lineal A de R" en /?", 
tal que 


(14) 


lim 

h-0 


|f(x-hh)-f(x)-^h| 

IM 


= 0, 


decimos que f es diferenciable en x, y escribimos 


(15) 


f'(*) = A. 


Si f es diferenciable en todo x e E decimos que es diferenciable en E. 

En (14) se sobreentiende, naturalmente, que h e R"; si |h| es suficien- 
temente pequefio, entonces x + h e E, pues, E es abierto. Asi, pues, f(x + 
+ h) esta definida, f(x + h) e R"\ y como A e L(R", R" 1 ), Ah e R‘". Asi, 


f (x + h) - f (x) - Ah e R m . 
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La norma del numerador de (5) es la de R m \ en el denominador, tenemos la 
norma —R" de h. 

Hay un problema obvio de unicidad que tiene que establecerse antes de 
seguir adelante. 


9.12 Teorema Supongamos que E y f son como en la Definicion 9.11 , x 
e E, y se cumple (14) con A = A, y con A = A 2 , Entonces , A ] = A 2 . 

Demostracion Si B = A x -A, la desigualdad 

\Bh\ < |f(x + h) — f(x) — Aih\ + |f(x + h) — f(x) — h| 

muestra que |2?h|/|h| ^ 0 cuando h — 0. Para h ^ 0 fijado, se de¬ 
duce que 

(16) -^-^-*0 cuando *-► 0. 

\th\ 

La linealidad de B demuestra que el primer miembro de (10) es inde- 
pendiente de t. Asi, pues, Bh = 0 para todo h e R\ de donde se 
deduce que B = 0. 

9.13 Observaciones 


(a) La relacion (14) puede escribirse nuevamente en la forma 
(17) f(x + h) - f(x) = f'(x)h + r(h) 

donde el residuo r(H) es pequeflo, en el sentido que 


(18) 


lim 

h->0 


jr(h)l 

|h| 


- 0 . 


Podemos interpretar (17) diciendo como en la seccion 9.10, que para 
x fijado y h pequeno, 


f(x + h) — f(x) 

es, aproximadamente, igual a f (x)h, esto es, al valor de una funcion 
lineal aplicada a h. 

(b) Supongamos que f y E son como en la Definicion 9.11, y que f 
es diferenciable en E. Para cada x e E, f'(x) es una funcibn, esto es, 
una transformation lineal de R” en R m . Pero f' es tambien una fun¬ 
cion: aplica E en L(R", R" ). 
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(c) Una ojeada a (17) muestra que f es continua en todo punto, en 
el cual es diferenciable. 

( d ) La derivada definida por (14) o por (17) se llama frecuentemente 
derivada total de f en x o diferencial de f en x, para distinguirlas de 
las derivadas parciales que posteriormente se presentaran. 

9.14 Ejemplo Se han definido las derivadas de funciones que llevan R n a 
R m como transformaciones lineales de R" en R m . iQut es la derivada de 
dicha transformation lineal? La respuesta es muy sencilla. 

Si A g L(R n , R m ) y si x e R n , entonces 

(19) A\x) = A. 

Notese que x aparece en el miembro izquierdo de (19), pero no en el 
derecho. Los dos lados de (19) son miembros de L(R n , R m ), puesto que Ax 
g R m . 

La demostracion de (19) es trivial, ya que 

(20) A(x + h) — Ax = Ah, 

por la linealidad de A. Haciendo f(x) = Ax, el numerador en (14) es por es- 
to 0, para cada h g R". En (17) r(h) = 0. 

Ahora se ampliara la regia de la cadena (Teorema 5.5), para la si¬ 
tuation presente. 

9.15 Teorema Supongamos que E es un conjunto abierto en R\ f mapea 
E en R m , f es diferenciable en x 0 g E, g mapea un conjunto abierto que con - 
tiene t a 1(E) en R k , y g es diferenciable en f(x 0 ). El mapeo F de E en R k defi¬ 
nido por 


F(x) = g(f(x)) 


es diferenciable en x 0 , y 

(2D F(x 0 )=g'(f(xo))f'(x o ). 

En el segundo miembro de (21), tenemos el producto de dos transfor- 
maciones lineales, definido en 9.6. 

Demostracion Pongamos y 0 - f(x 0 ); A = f'(Xo); B = g'(y 0 ), y de- 
finamos 
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u(h) = f (x 0 + h) - f(x 0 ) - Ah, 
v(k) = g(y 0 + k) - g(y 0 ) - 5k, 

para todo h g y k € i? ffl para los cuales f(x 0 + h) y g(y 0 + k) es- 
tan definidas. Entonces 

(22) | u(h) | =e(h)|h|, | v(k)| = fj(k)|k|, 

donde 6(h) — 0 cuando h — 0 y 7/(k) — 0 cuando k — 0. 

Dado h, se pone k = f(x 0 + h) — f(x 0 ). Entonces 

(23) |k| = Mh + u(h)|^[M||+E(h)]|h|, 


y 

F(x 0 + h) - F(x 0 ) - BA\x = g(y 0 + k) - g(y 0 ) - BAh 

= B(k — .4b) + v(k) 

= 5u(h) + v(k). 

En consecuencia (22) y (23) implican, para h =£ 0, que 

| F ( Xo+h )-F( x °)-5^ h | ^ m g(h) + [M|| + £(h)] ^ (k)- 

Sea h — 0. Entonces g(h) — 0. Tambien k — 0, por (23), asi 
que i 7 (k) — 0. Se deduce que F(x 0 ) = BA, que es lo que asegura (21). 

9.16 Derivadas parciales Considerese otra vez una fund on f que mapea 
un conjunto abierto E c R" en R'" . Sean {e,,..., e„) y fu,,..., u,„) las bases 
estandar de R" y R'". Las componentes de f son las funciones reales 
f„ definidas como 

m 

(24) f(x) = X /i( x )“i ( x e E X 

i= 1 

o de manera equivalente, por / t (x) = f(x) • u f , 1 <i<m. 

Para xe E, 1 < i <m, 1 < j < n, se define 


(25) 


(Djf t )(x) = lim 

t-*0 


/i(x + re ; ) -/i(x) 
- > 


siempre que el limite exista. Escribiendo x n ) en lugar de /(x), se ve 

que Dj,f, es la derivada de f con respecto a x j9 conservando las otras va¬ 
riables fijas. La notacibn 
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(26) 


d A 

dxj 


se usa con frecuencia en iugar de £>/, y a D j f i se le llama una derivada 
parcial. 

En muchos casos, cuando se trata con funciones de una variable en 
donde la existencia de la derivada es suficiente, la continuidad, o al menos, 
la acotabilidad de las derivadas parciales es necesaria para funciones de va- 
rias variables. Por ejemplo las funciones f y g que se describieron en el Ejer- 
cicio 7 del capitulo 4, no son continuas, aunque sus derivadas parciales existen 
en cada punto de R 2 . Incluso para funciones continuas, la existencia de 
todas las derivadas parciales no implica la diferenciabilidad segun la Defini- 
ci6n 9.11; veanse los Ejercicios 6 y 14, y el Teorema 9.21. 

No obstante, si se sabe que f es diferenciable en un punto x, entonces 
sus derivadas parciales existen en x y determinan la transformation lineal 
f'(x) completamente: 


9.17 Teorema Supongase que f mapea un conjunto abierto E c= R en 
R m , y que f es diferenciable en un punto x e E. Entonces las derivadas par¬ 
ciales (Djf)(x) existen, y 

(27) f'(x)<ij = £ (7) J '/ i )(x)Uj (1 <.j< ri). 

i= 1 

Aqui, como en la seccion 9.16, je,,..., e„ \ y (u,,..., u„, j son las bases 
estandar de R n y R m . 


Demostracibn Con j fijo, y debido a que f es diferenciable en x, 

f(x + fe y ) - f(x) = f'(x)(fey) + r(fey) 

en donde |r(fe,) |/f — 0 cuando t — 0. Por tanto, la linealidad de f(x) 
muestra que 


(28) 


(29 


t~*o t 

Si ahora se representa f en terminos de sus componentes, como en 
(24), entonces (28) se convierte en 

lim £ /,(» + '« 

t->0 i= 1 t 


Se deduce que cada cociente tiene un limite en su suma cuando t — 0 
(vease Teorema 4.10), asi que cada (Z^/Xx) existe, y entonces (27) se 
deduce de (29). 
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He aqui algunas consecuencias del Teorema 9.17: 

Sea [f '(x)] una matriz que representa f '(x) con respecto a las bases es- 
tandar, como se hizo en la section 9.9. 


Entonces f(x)e ; es el y-esimo vector columna de [f '(x)], y (27) muestra, 
por lo tanto, que el numero (Z^/Xx) ocupa el lugar en el /-esimo rengldn y 
la y-esima columna de [f'(x)]. Asi 


[f'(x)l = 


■(A/i)(x) 


(DM*)' 

(D„f m )(x) 


Si h = Efye, es cualquier vector en R ", entonces (27) implica que 
(30) f'(x)h =£ ( X (DjfiXxy u f . 

9.18 Ejemplo Sea 7 un mapeo diferenciable del segmento ( a,b) c R l en 
un conjunto abierto E R n \ en otras palabras, 7 es una curva diferenciable 
en E . Sea / una funci 6 n diferenciable de valores reales con dominio E. En¬ 
tonces / es un mapeo diferenciable de E en R ] . Se define 


(31) 


(a < t < b). 


La regia de la cadena asegura entonces que 

(32) (a < t < b), 

Como 7 f (t) e L(R\ R") y e L(R\ R ] ), (32) define a g'(t) como 

un operador lineal sobre R ] . Esto coincide con el hecho de que g mapea 
(a,b) en /?'. 

Sin embargo, g'{t) tambien puede considerarse como un numero real. 

(Esto se trato en la Sec. 9.10.) Este numero se puede calcular en termi- 
nos de las derivadas parciales de / y las derivadas de las componentes de 7 , 
como se vera a continuacion. 

Con respecto a la base estandar (e,,..., e„ | de R\ [ 7 (/)] es la matriz n 
por 1 (una “matriz columna”) que tiene a 7 ',(t) en el /-esimo renglon, y don- 
de 7 ,,..., 7 „ son las componentes de 7 . Para cada \ e E, [/'(x)] es la matriz 
1 por n (una “matriz renglon”) que tiene a (D f f)(x) en la y-esima columna. 
Por consiguiente, [#'(/)] es la matriz 1 por 1 cuyo unico elemento es el nu¬ 
mero real 


(33) g'(t) = Y(D i f)(y{tW i (t)- 

i — 1 

Este es un caso especial de la regia de la cadena que se encuentra con 
mucha frecuencia. Se puede volver a escribir de la manera siguiente: 
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Con cada x e E se asocia un vector, llamado “gradiente” de / en x, 
definido como 

(34) (V/Xx) = I(A/)(x)e i . 

i= 1 


Como 


fit) = £ y'i ( 0 e f , 

i — 1 

forma 

^) = (V/)(y( 0 )-ym 

que es el producto escalar de los vectores (Vf)(y(t)) y y'(t). 

Fijemos ahora un x e E, y sea u e R" un vector unitario (es decir, 

| u | — 1 , y en especial 7 de manera que 

(37) 7(0 = x + m (— 00 < t < 00 ). 

Entonces 7 f (t) = u para cada t. Por consiguiente (36) muestra que 

(38) g\ 0) = (V/)(x) • u. 

Por otro lado, (37) muestra que 

g{t) - g(0) =/(x + tu) -fix). 

De aqui que (38) produzca 

(39) lim ~ - — ~^ (X) = (V/) (x) ■ u. 

0 t 

El limite en (39) se denomina comunmente la derivada directional de / 
en x, en la direccidn del vector unitario u, y puede representarse por 

(A/Kx). 

Si / y x son fijos, pero u varia, entonces (39) muestra que D u f)(\) al- 
canza su maximo cuando u es un multiplo escalar positivo de (V/)(x). (El ca- 
so (V/)(x) = 0 no se incluira aqui.) 

Si u = Lw,e,, entonces (39) muestra que (D u /)(x) puede expresarse en 
terminos de las derivadas parciales de / en x por medio de la fdrmula 

(£»/X x ) = Z(A/)(x)«i- 

i= 1 


(35) 

(33) puede escribirse en la 

(36) 


( 40 ) 
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Algunas de estas ideas juegan un papel en el teorema siguiente. 

9.19 Teorema Supdngase que f mapea un conjunto abierto convexo E a 
R" en R m , f es diferenciable en E, y hay un numero real M tal que 

Ilf'(x)|| < M 


para cada x e E. Entonces 

|f(b) — f(a)| <M|b-a| 

para todo a e E, b e E. 

DemostraciOn Con a e E, b e E fijos, se define 

y(t) = (1 — t)a + tb 

Para todo t e R x tal que 7(0 e E. Como E es convexo, 7(0 e E si 0 
< t < 1. Poniendo 


g(0 = f(7(0). 


Entonces 


g'(0 = f'(7(0)/(0=f'(v(0)(b-a), 


asi que 

|g'(0l< Ilf'(7(0)11 |b-a| <A/|b-a| 
para todo t e [0, 1]. Por el Teorema 5.19, 

|g(l)-g(0)|<M|b-a|. 

Pero g(0) = f(tf) y g(l) = f (b). Esto completa la demostraci 6 n. 

Corolario Si ademds , f'(x) = 0 para todo x e E> entonces f es constante . 

Demostracibn Para demostrar esto, ndtese que las hip 6 tesis del teo¬ 
rema se cumplen ahora con M = 0. 

9.20 Definici6n Un mapeo diferenciable f de un conjunto abierto E a 
R n en R " se dice que es continuamente diferenciable en E si f es un mapeo 
continuo de E en L(R n , R m ). 
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Para ser mas explicitos, se requiere que a cada x e E y a cada e > 0 
corresponda un <5 >0 tal que 

l|f'(y) - f'(x)il< e 


si y e E y |x - y| < 6 . 

Si esto es asi, se dice tambien que f es un mapeo- o que f e 
W(E). 

9.21 Teorema Supdngase que f mapea un conjunto abierto E cz R n en 
R m . Entonces f e <€ '(E) si, y solo si las derivadas parciales D / f j exist an y 
sean continuas sobre E para 1 < / < m, 1 < j < n. 

Demostracion Admitase primero que f e <£'(E). De (27) se tiene, 

(Djfdix) = (f'(x)e,) • u, 

para todo ij , y todo x e E. Por consiguiente, 

(Djfdiy) - (Djfdix) = {[f'(y> - f'(x)]e y ) • u* 

y debido a que | u, | = | e, | = 1 , se deduce que 

\(Djfi)(y) - (Djfi)(x)\ < |[f'(y) -f'(x)]e,.| 
<||f'(y)-f'(x)||. 


Por consiguiente D j f es continua. 

Para demostrar el inverso, basta considerar el caso m = 1 . 
(<,Por que?) Fijando x e E y e > 0. Ya que E es abierto, hay una bo- 
la abierta S a E, con centro en x y radio r , y la continuidad de las 
funciones D ; /muestra que r puede elegirse tal que 

( 41 ) I (£;/)(y) - (Djf )(x)\ < £ - (y 6 S, 1 <j < n). 

Supongase que h = Lh t e„ I h | < r, poniendo v (l = 0, y v A = 
= /i,e, + ••• + h k e k , para 1 </:<«. Entonces 

(42) /(x + h) -/(x) = t [/(x + V,) -/(X + V 

j= 1 

Como | v A | < r para 1 < k < n y debido a que S es convexo, los seg- 
mentos con puntos extremos x 4- v ; _, y x + v, estan en S. Debido a 
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que v. = v,-_, 4- h f e /9 el teorema del valor medio (5.10y muestra que el 
y-esimo sumando de (42) es igual a 


hj( D jf)(x + Vj-i + Ojhjtj) 


para algun 0 f e ( 0 , 1 ), y este difiere de /?,(£>,/)(x) en menos que 
j /?, | e/A?, usando (41). De (42) se deduce que 


/(x + h) -/(x) - £ hj(Djf)(x) 

J=1 


E l^|e^|h|e 

n i 


para todo h tal que |h| < r. 

Esto quiere decir que / es diferenciable en x y que /'(x) es la 
funcion lineal que asigna el numero E/t ( (£>/)(x) al vector h = E/z,e ; . 
La matriz l/'(x)] consta del renglon (£>,/)(x),..., ( D,f)(x); y ya que 
D„f son funciones continuas sobre E, las observaciones 
concluyentes de la seccion 9.9 muestran que / e <g'(E). 


EL PRINCIPIO DE LA CONTRACTION 

Se interrumpirb por ahora el estudio de la diferenciacion, para intro¬ 
duce un teorema de punto fijo que es valido en espacios meiricos 
completos arbitrarios. Se usara en la demostracibn del teorema de la 
funcibn inversa. 


9.22 Definicibn Sea X un espacio metrico, con metrica d. Si ^ ma- 
pea X en X y hay un numero c < 1 tal que 

d(<p(x), <p{y)) < c d(x, y) 

para todo x, y e X, entonces se dice que y? es una contraccidn de X 
en X. 

9.23 Teorema Si X es un espacio metrico completo , y si <p es una 
contraccidn de X en X, existe entonces un y solo un x e X tal que 
<p(x) = x. 

En otras palabras, y? tiene un unico punto fijo. La unicidad es 
evidente, porque si <p(x) = ry tp(y ) = y , entonces (43) nos da d(x , y) 
< c d(x , y ), lo cual puede suceder solo cuando d{x t y) = 0 . 

La existencia de un punto fijo de ip es la parte esencial del teore¬ 
ma. La demostracidn proporciona en realidad, un metodo constructi¬ 
ve para localizar el punto fijo. 
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Demostracion T6mese arbitrariamente un % e X, y definase (xj de 
manera recurrente, haciendo 

(44) *„+1 = <p(x„ ) (« = 0, 1, 2,.. .)• 

Elijase ahora c < 1 de tal suerte que se cumpla (43). Entonces 
se tiene para n > I que 

d(x n+u x n ) = d(<p(x„), <p(*,,-i)) < cd(x n , x n _i). 

Esto da por inducci6n 

(45) d(x„+ 1 , x n ) < c n d(x u x 0 ) (n = 0,1, 2,...). 


Si n < m, se deduce que 

m 

d(x n ,xj<> Y d{x t ,x ,_!> 

i = n+ 1 

^ (c" + c B+1 + • • • + C m_1 ) d(x u x 0 ) 

<, [(1 - c )" 1 d(x u X 0 )]c n . 

Entonces {x w } es una sucesion de Cauchy. Ya que X es completo, lim 
x n = x para algun x e X. 

Debido a que <p es una contracci 6 n, <p es continuo (de hecho, es 
uniformemente continuo) sobre X. Por consiguiente 

(p(x) = lim cp(x n ) = lim x n+i = x. 

n-* oo «-► oo 

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA 

Este teorema establece, vulgarmente hablando, que una aplicacibn continua 
diferenciable f es invertible en una vecindad de cualquier punto x en el cual 
es invertible la transformacibn lineal f'(x): 

9,24 Teorema Supongamos que f es un mapeo- de un conjunto abierto 
E cz R n en R n , que f'(a) es invertible para algun a e E, y que b = f(a). En¬ 
tonces, 

(a) existen conjuntos abiertos U y V en R n tales que a e U, b e V f 
es uno-a-uno en U y i(U) = V; 

(b) si g es la inversa de f [que existe, por (a)], definida en Vpor 

g(f(x)) = x (x e U), 


entonces, g e 
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Escribiendo la ecuacibn y = f(x) en funcion de las componen- 
tes, llegamos a la siguiente interpretacibn de la conclusibn del teore- 
ma: el sistema de n ecuaciones 

y t =/,(* 1 , (\ <i< n) 

puede resolverse para x ,,..., x„ en funcion dey,,...,y„ si liinitamos x 
y y a vecindades suficientemente pequenas de a y b; las soluciones son 
unicas y continuamente diferenciables. 

Demostraci6n 

(a) Haciendo f'(a) = A, y elieiendo X de manera que 

(46) 2AM- 1 ! =1- 

Como f' es continua en a, hay una bola abierta U <=. E, con centro 
en a, tal que 

(47) ||f'(x) — A\\ < A (x e U). 

Asdciese a cada ye/?" una funcion <p, definida por 

(48) <p(x) = x + A ~ 1 (y - f (x)) (x e E). 

Ndtese que f(x) = y si, y solo si x es un punto fijo de <p. 

Como ip'(x) = / - ^-'f'(x) = A~'(A - f'(x)), (46) y (47) 
implican que 

(49) lk'(x)|| <} (xeU). 

De aqui que, por el Teorema 9.19 

(50) | ^(xj - cp(x 2 ) | < i | x t - x 2 1 (x 1 ,x 2 eU), 

Se deduce entonces que <p tiene a lo mas un punto fijo en U , asi que 
f(x) = y a lo mas para un x e U . 

Por esto f es 1-1 en U. 

En seguida se pone V = f((/), y se elige y 0 e V . Entonces para 
algun y 0 = f(x 0 ) para algun x 0 e U. Sea B una bola jibierta con 
centro en x 0 y radio r > 0, tan pequeno que su cerradura B est& en U. 
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(51) 


Se mostrar^ que y e V siempre y cuando | y — y j < \r. Esto 
demuestra, por supuesto, que V es abierto. 

Si se fija y, | y - y„ | < \r, y con <p como en (48) 

|<j9(x 0 ) - x 0 1 = M _1 (y-yo)l < \\A~ l Ur = r -. 


Si x e B, de (50) se deduce por tanto, que 

| <p(x) - x 0 1 < I (jo(x) - p(x 0 ) I + I (lo(x 0 ) - x 0 1 

1 I . r 

<2 Ix — x 0 1 + -<r; 

en consecuencia ^(x) € B. Notese que (50) se cumple si x, e B, x, e B. 

Entonces <p es una contraction de B en B. Siendo un subconj un¬ 
to cerrado de R" es completo. Por tanto, el Teorema 9.23 implica que 
<p tiene un punto fijo x e W. Para este x, /(x) = y. De aqui que y € 
(B) c i(U) = V. 

Esto demuestra la parte (a) del teorema. 

(b) Elijanse y e V, y + k e V. Entonces existe x e U, x + h e U, 
de tal manera que y = f(x), y + k = f(x + h). Con «,o como en (48) 
se tiene 

q o(x + h) — (p(x) = h + 4l _1 [f(x) — f(x + h)] — h — .4 _1 k. 

Por (50), |h - ^4— 1 k| < } |h|. Por esto |y4-'k| > i|h|, y 
|h|<2M" 1 |l |k| =A" 1 |k|. 

Por (46), (47) y el Teorema 9.8, f'(x) tiene una inversa, digamos T. 
Como 

g(y + k) - g(y) - Tk = h - Tk = -7[f (x + h) - f(x) - f'(x)h], 

(51) implica que 

|g(y + k) — g(y) — 7k| ^ IIm If(x + h) - f(x) - f'(x)h| 

]k| - A ‘ |h| 

Cuando k — 0, de (51) se ve que !i — 0. Entonces, el miembro 
derecho de la desigualdad anterior tiende hacia 0. Por consiguier e le 
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pasa lo mismo al izquierdo. Se ha demostrado entonces que g'(y) — 
= T . Pero como se eligi6 T como el inverso de f '(x) = f'(g(y)). En¬ 
tonces 


(52) g'(y) ={f'(g(y))} _1 (yen 

N6tese finalmente, que g es un mapeo continuo de V sobre U 
(porque g es diferenciable), que f es un mapeo continuo de U en el 
conjunto ft de todos los elementos invertibles de L(R n ), y que la in¬ 
version es un mapeo continuo de ft sobre ft, debido al Teorema 9.8. 
Si se combinan estos efectos con (52), se ve que ge #'(F). 

Esto completa la demostracibn. 

Observacidn La fuerza total de la suposicion de que f e # '(£) solo 
se us6 en el ultimo parrafo de la demostracidn anterior. Todo lo posterior a 
la ecuacion (52) se dedujo a partir de la existencia de f'(x) para x € £, la in- 
vertibilidad de f '(a), y la continuidad de f' en el punto a. El articulo de A. 
Nijenhuis publicado en la Amer. Math. Monthly , tomo 81, 1974, paginas 
969 a 980, se refiere a esto. 

Como consecuencia inmediata del apartado (a) del teorema de la fun- 
ci6n inversa, podemos enunciar: 

9.25 Teorema Si f es un mapeo- de un conjunto abierto E <= R" en 
R n y si f '(x) es invertible para todo x e E, entonces f (W) es un subconjunto 
abierto de R n para todo conjunto abierto W a E. 

En otras palabras, f es un mapeo abierto de E en R n . 

Las hipbtesis hechas en este teorema aseguran que cada punto x e E 
tiene una vecindad en la que f es uno-a-uno, lo que puede expresarse dicien- 
do que f es uno-a-uno localmente en E> pero f no es necesariamente 1-1 en £ 
en tales circunstancias. Como ejemplo, vease el Ejercicio 17. 

EL TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA 

Si / es una funcion real continuamente diferenciable en el piano, entonces 
f(x, y) = 0 puede resolverse para y en terminos de x en una vecindad de 
cualquier punto ( a y b ) en el cual f(a,b) = 0 y df/dy =£ 0. De la misma mane- 
ra, se puede resolver para x en terminos de y cerca de (a,b) si df/dx ^ 0 en 
(a,b). Como un ejemplo sencillo que ilustra la necesidad de suponer que 
df/dy ^ 0 se tiene /(x, y) = x 2 + y 2 - 1. 

La proposicion anterior, por cierto bastante informal, es el caso mas 
simple (el caso m — n — 1 del Teorema 9.28) del llamado “teorema de la fun¬ 
cion implicita”. Su demostracion se basa fuertemente en el hecho de que las 
transformaciones continuamente diferenciables en la mayoria de los casos se 
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comportan localmente como sus derivadas. De acuerdo a esto, primero se de- 
mostrara el Teorema 9.27, que es la versibn lineal del Teorema 9.28. 

9.26 Notation Si x = (x,,..., x n ) e R n y y = O',,..., y m ) e R" , se escri- 
bira (x, y) en lugar del punto (o vector) 

(x u ...,x n ,y u ...,y m )sR n+m . 

De aqui en adelante, el primer elemento en (x, y) o en un simbolo similar, 
sera siempre un vector en R n , y el segundo sera un vector en R m . 

Cada A e L(R n+m , R n ) puede separarse en dos transformaciones li- 
neales A x y A v , definidas por 

(53) A x h = A(h, 0), A y k = .4(0, k) 

para cualquier h e R n , k e R m . Entonces A x e L (/?")> A v e L(R"\ R n ) y y 

(54) A(h,k) = A x h + A y k. 

La versibn lineal del teorema de la funcibn implicita es ahora casi obvia. 

9.27 Teorema Si A e L(R n + m , R m ) y si A x es invertible, entonces a cada 
k e R m le corresponde un h e R" unico, y tal que A( h, k) = 0. 

Este h puede calcularse a partir de k por medio de la fdrmula 

(55) h = -(A x y x A y k. 

Demostracibn De (54), ^4(h,k) = 0 si, y solo si 

A x h -f == 0, 

que es la misma que (55) cuando A x es invertible. 

En otras palabras, la conclusibn del Teorema 9.27 es que la ecuacibn A 
= (h,k) = 0 puede resolverse (de manera unica) para h si k se conoce, y que 
la solucibn h es una funcion lineal de k. Aquellos lectores que esten fami- 
liarizados con el blgebra lineal, podrbn darse cuenta que esta es una proposi- 
cibn sobre sistemas de ecuaciones lineales muy conocida. 

9.28 Teorema Sea f un mapeo- W de un conjunto abierto E c R n + m en 
R ”, tal que f(a,b) = 0 para algun punto (a,b) e E, 

Se pone A = f'(a,b) y se supone que A x es invertible. 

Entonces existen conjuntos abiertos U c= R n + m y W c= R m , con (a,b) 
e U y be W, que tienen la siguiente propiedad: 
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A cada y e W le corresponde un x unico , tal que 

(56) (x,y )eU y f(x,y)=0. 

Si esta x se define como g(y), entonces g es un mapeo <%' de W en R\ 
g(b) = a, 

(57) f(g(y), y) = o (yew), 
y 

(58) g'(b )=-(A x y 1 A y . 

La funcion g esta definida << impl^citamente ,, por (57). De aqui el 
nombre del teorema. 

La ecuacibn f(x,y) = 0 puede escribirse como un sistema de n 
ecuaciones con n + pi variables: 

fx(x i9 ...,x H ,y l9 ... 9 yJ =0 

(59) ... 

f n (x u ... 9 x n ,y l9 ... 9 y m )=0. 

La suposicibn de que A x es invertible significa que la matriz n por n 

\DJ i A,/il 


L DJ n ••• D n f n \ 

evaluada en (a,b) define un operador lineal invertible en R' l \ dicho de otra 
manera, sus vectores columna deben ser independientes, o de manera equiva- 
lente, su determinante debe ser =1= 0. (Vease el Teorema 9.36.) Si ademas, 

(59) se cumple cuando x = a y y = b, entonces la conclusibn del teorema es 
que (59) puede ser resuelta para x x ,..., x n en terminos de y ] ,..., y m9 para ca¬ 
da y cercana a b, y que estas soluciones son funciones continuamente dife- 
renciables de y. 

Demostraci6n Se define F por medio de 

(60) F(x, y) = (f(x, y), y) ((x, y) € E). 

Entonces F es un mapeo- <^'de E en R n+,u . Se pide que f '(a,b) sea un 
elemento invertible de L(R n + m ): 

Como f(a,b) = 0, se tiene que 


f (a + h, b + k) = ^(h, k) + r(h, k), 
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en donde r es el residuo que aparece en la definition de f (a,b). Debido 
a que 


F(a + h, b + k) - F(a, b) = (f(a + h, b + k), k) 

= (A(h, k), k) + (r(h, k), 0) 

se deduce que F'(a,b) es el operador lineal sobre R" +n> que mapea (h,k) 
en (,4(h,k), k). Si este vector imagen es 0, entonces >l(h,k) = 0 y k — 
= 0, de aqui que ^4(h,0) = 0, y el Teorema 9.27 implica que h = 0. 
Y se deduce que F'(a,b) es 1-1; en consecuencia es invertible (Teorema 
9.5). 

El teorema de la funcibn inversa puede aplicarse por tanto a F. 
Muestra que existen conjuntos abiertos U y V en R W + /H , con (a,b) e 

U , (0,b) e V, tales que F es un mapeo 1-1 de U sobre V. 

Sea ahora W el conjunto de todos los y e R m tales que (0,y) e 

V. Notese que b e W. 

Es claro que W es abierto porque V es abierto. 

Si y e W, entonces (0,y) = F(x,y) para algun (x,y) e V. Por 

(60), f(x,y) = 0 para este x. 

Con el mismo y, supbngase que (x',y) e U y f(X,y) = 0. Entonces 

F(x', y) = (f (x', y), y) = (f (x, y), y) = F(x, y). 

Como F es 1-1 en U, se deduce que x' = x. 

Esto demuestra la primera parte del teorema. 

Para demostrar la segunda parte, definase g(y), para ye W, de 
manera que (g(y), y) e U y (57) se cumpla. Entonces 

(61) F(g(y), y) = (0, y) (y € W). 

Si G es el mapeo de V sobre U que invierte F, entonces por el teorema 
de la funcibn inversa G e y (61) nos da 

(62) (g(y), y) = G(0, y) (y e W). 

Como G e , de (62) se ve que g e # 

Finalmente, para calcular g'(b), se hace g(y), y) = $(y). Entonces 

(63) ®'(y)k = (g'(y)k, k) (y e W, k e R m )> 

Por (57), f(3>(y)) = 0 en W. Por lo tanto, la regia de la cadena 
muestra que 


f'«yP'(y) = o. 
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Cuando y = b, entonces 4>(v) = (a,b), y f'(4>(v)) = A. Por lo anterior, 

(64) ^O'(b) = 0. 

Ahora se deduce de (64), (63) y (54) que 

4,g'(b)k + A y k = /4(g'(b)k, k) = y44>'(b)k = 0 
para cada k e R . Entonces 

(65) A x g'(b) + A y =0. 

Esto equivale a (58), y la demostracion queda completa. 

Nota. En terminos de las componentes de f y g, (65) se convierte en 

I (DjM a, b)(Z)^ y )(b) = —(D n+k f i )(a, b) 

;= i 

A ©69-ffl 

en donde 1 < / < n, 1 < k < m. 

Para cada este es un sistema de n ecuaciones lineales en las cuales 
las derivadas dg k /dy k (1 < j < n) son las incognitas. 

9.29 Ejemplo Tomando n = 2, m = 3, y considerando el mapeo f = 
= C/i/ 2 ) de R } en R 2 dado por 

/i(*i, *2 , y u y 2 , y 3 ) = 2e*‘ + x 2 3>i - 4>- 2 + 3 
/ 2 (*i, * 2 , yu yz , ys) = x i cos x x - 6x x + 2y x - y 3 . 


Si a = (0, 1) y b = (3, 2, 7), entonces f(a,b) = 0. 

Con respecto a la base estandar, la matriz de la transformacibn A = 
= f'(a,b) es 
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Se ve que los vectores columna de [A x ] son independientes. De aqui que A x 
es invertible y el teorema de la funcidn implicita asegura la existencia de un 
mapeo- #'g, definido en una vecindad de (3, 2, 7), tal que g(3, 2, 7) = (0, 1) 

y f(g(y), y) = o. 

Puede usarse (58) para calcular g'(3, 2, 7): Ya que 




(58) nos da 


i][> -J _?]-[_* | -*}■ 

En terminos de derivadas parciales, la conclusion es que 


Digi—i Digi — i 

= — i Dygi ~ f D$gi = it 

en el punto (3, 2, 7). 


EL TEOREMA DEL RANGO 

A pesar de que este teorema no es tan importante como los teoremas de la 
funcion inversa y de la funci6n implicita, se incluye como otra ilustracion in- 
teresante del principio general que expresa que el comportamiento local de 
un mapeo F continuamente diferenciable cerca de un punto x es similar al 
de la transformation lineal F'(x). 

Antes de establecerlo se necesita mas informacibn acerca de las trans- 
formaciones lineales. 


9.30 Definiciones Supbngase que X y Y son espacios vectoriales, y que A 
e L(X, Y) 9 de la misma forma que en la Definicion 9.6. El espacio nulo de 
A^(A) 9 es el conjunto de todos los x e X en los cuales Ax = 0. Es claro 
qu zJf(A) es un espacio vectorial en X. 

De la misma forma, el rango de A, &(A), es un espacio vectorial en Y, 
El rango de A se define como la dimensibn de &(A). 

Por ejemplo, los elementos invertibles de L(R") son precisamente 
aquellos cuyo rango es n. Esto se deduce a partir del Teorema 9.5. 

Si A € L(X, Y) y A tiene rango 0, entonces Ax - 0 para todo x e A, 
y de aqui Jf(A) = X . Vease el Ejercicio 25, relacionado con esto. 

9.31 Proyecciones Sea X un espacio vectorial. Se dice que un operador P 
e L(X) es una proyeccion en X si P 2 = P. 
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Para ser m&s explicitos, el requisito es que P(Px) = Px para cada x e 
X. Dicho de otro modo, P fija cada vector en su “rango” (P). 

A continuation se tienen algunas propiedades elementales de las pro- 
yecciones: 

(a) Si P es una proyeccidn en X, entonces cada x e X tiene una 
representacion unica de la forma 


X = x t + x 2 


donde x, e (P), x 2 e^K(P). 

Para obtener la representacion, pongase x, = Px, x 2 = x - x,. Enton¬ 
ces Px 2 — Px — Px, = Px — P 2 x = 0. Por lo que se refiere a la unicidad, 
apliquese P a la ecuacion x — x, 4- x 2 . Como x, e (P), Px, == x,; debido 
a que Px 2 = 0, se deduce que x, = Px. 

(b) Si X es un espacio vectorial de dimension finita y si X es un espacio 
vectorial en X, entonces hay una proyeccidn P en X con 0t(P) = X } . 

Si X l contiene solo al 0, esto es trivial: se pone Px = 0 para todo x e X. 
Admitiendo que dim X x — k > 0. Por el Teorema 9.3, X tiene enton¬ 
ces una base (u r ,..., u„ j tal que fu,,..., u k j es una base de X ] . Si se define 

P(Ci + • • • + C„U„) = Ci U! + • • • + C*U k 

para escalares c ] ,..., c n . 

Entonces Px = x para cada x e X lt y X t = 0?(P). 

N6tese que (u A u„j es una base de^T(P). Notese tambien que 

hay una infinidad de proyecciones en X , con “range” A,, si 0 < dim X } < 
dim X. 

9.32 Teorema Supongase que m , n, r son enteros no negativos, m > r, n 
> r, F en un mapeo- <€' de un conjunto abierto E cz R" en R y F'(x) 
tiene rango r para cada x e E. 

Fijese a e E, y pongase A = F(a), ahora sea y, el (( rango if de A, y P 

una proyeccidn en R" cuyo ‘"rango” es F,. Sea Y 2 el espacio nulo de P. 

Entonces hay conjuntos abiertos U y V, con a e U, U cz E, y un 
mapeo - <€' H, 1-1 de V sobre U (cuyo in verso es tambien de clase #') tal 
que 

(66) F(H(x)) - Ax + <p(Ax) (x <= V) 

donde <p es un mapeo- %>'de un conjunto abierto A(V) cz Y ] en Y 2 . 

Despues de la demostracion se dara una descripcion mas geometrica de 
la informacion que contiene (66). 
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Demostraci6n Si r = 0, el Teorema 9.19 muestra que F(x) es cons- 
tante en una vecindad U de a, y (66) evidentemente se cumple, con V 
= U, H(x) = x, <p (0) = F(a). 

De aqui en adelante se supondra r > 0. Como dim Y, = r, 
tiene una base (y,,..., y r ). Se elige z, e A’" de manera que A z, = y ( (l 
< / < r), y se define un mapeo lineal S de Y ] en R" de la siguiente 
manera 


(67) S(c 1 y 1 + • • • + c r y,) = c{i x +■■• + c, z r 

para todos los escalares c,,..., c r . 

Entonces ASy , = Az i = y, para 1 < / < r. De aqui se tiene 

(68) ASy = y (ye 7^. 

Definase un mapeo G de E en R" haciendo 

(69) G(x) = x + SP[¥(x) - Ax] (x e E ). 

Como F'(a) = A, la diferenciacion de (69) muestra que G'(a) = /, el 
operador identidad sobre R\ Por el teorema de la funcibn inversa, 
hay conjuntos abiertos t/y Ken R\ con a e U y de tal manera que G 
es un mapeo 1-1 de U sobre V cuyo inverso H es tambien de clase 
# Ademas, disminuyendo U y V, si fuera necesario, se puede ordenar 
de tal forma que V sea convexo y H '(x) invertible para cada x e V. 

Notese que ASPA = A, ya que PA - A y (68) se cumple. Por 
tanto (69) nos da 

(70) ^G(x) = PF(x) (x e E). 

En particular, se cumple (70) para x e U. Si se reemplaza x por Hfx), 
se obtiene 

(71) PF(H(x)) = Ax (xeV). 

Ahora se define 

(72) ^(x) = F(H(x)) -Ax (x e V). 

Como PA = A , (71) implica que P\p(x) - 0 para todo x e V. De esto 
es un mapeo- <€' de V en Y : . 

Como V es abierto, es evidente que A(V) es un subconjunto 
abierto de su “rango” M{A) — 7,. 



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 249 


Para completar la demostraci6n, es decir, pasar de (72) a (66), 
tiene que mostrarse que hay un mapeo- c € t <p de A(V) en Y 2 que satisface 

(73) <p(Ax) = ^(x) (x e V). 

Como un paso hacia (73), primero se probara que 

(74) <Kxi) = iA(x 2 ) 
si x, e V, x, e V, y4x, = Ax 2 . 

Poniendo 4>(x) = F(H(x)), para x e V. Como H '(x) tiene rango 
n para cada x e V, y F'(x) tiene rango r para cada x e U, se deduce 

(75) rango d>'(x) = rango F'(H(x))H'(x) = r (x € V). 

Con x e V fijo, sea M el “rango” de <f>(x). Entonces M c R ", 
dim M — r. Por (71), 

(76) P<b'(x)=A. 

Por lo anterior P mapea M sobre 01(A) = Y t . Ya que My F, tienen 
la misma dimensidn, se deduce que P (restringido a M) es 1-1. 

Supongase ahora que ,4h = 0. Entonces de (76) P4>'(x)h = 0. 
Pero <t>'(x)h e M, y P es 1-1 sobre M. En consecuencia, 4>'(x)h = 
= 0. Observando (72) se ve que se ha probado lo siguiente: 

Si x e Vy Ah - 0, entonces iA'(x)h = 0. 

Se puede probar ahora (74). Suponiendo que x, e V, x 2 e. V, 
/4x, = /4x : . Poniendo h = x, — x, y definiendo 

(77) g(r) = ^(x t + rh) (0 ^ < 1). 

La convexibilidad de V muestra que x, + th e V para estos t. En con¬ 
secuencia, 

(78) g'(0 = «A'(xi + th)h =0 (0 ^ t <, 1), 

asi que g(l) = g(0). Pero g(l) = i/-(x,) y g(0) = ^(x,). Esto demuestra 
(74). 

De (74), se ve que 4/(x) depende s61o de Ax, para x e V. De lo 
anterior, (73) define tp sin ambigiledad en A(V). S61o resta probar 
que p c 

Con y (l e A(V) fijo y x,, e Vfijo de manera que A x,, = y„. Co¬ 
mo V es abierto, y„ tiene una vecindad W en F, tal que el vector 


(79) 


x = x 0 + S(y - y 0 ) 
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esta en V para todo y e If, Por (68) se tiene, 
Ax = Ax o + y - y 0 = y. 


Entonces (73) y (79) nos dan 

(80) <p(y) = iMx 0 - Sy 0 + Sy ) (y e W). 

Esta formula muestra que <p e en If, en consecuencia en A(V), 
debido a que y 0 se escogid arbitrariamente en A(V). 

La demostracidn est& completa ahora. 

Esto es lo que el teorema dice acerca de la geometria del mapeo F. 

Si y e F((7), entonces y = F(H(x)) para algun x e V, y (66) muestra 
que Py = Ax. Por tanto, 

(81) y = Py + <KPy) (yeF (U)). 

Esto muestra que y est& determinado por su proyeccion Py, y que P, 
restringido a F((/), es un mapeo 1-1 de F (U) sobre A(V). Entonces ¥(JJ) es 
una “superficie de dimension-/*” con un punto “sobre” cada punto de 
A(V). Puede tambien considerarse a F (U) como la grafica de ip. 

Si como en la demostracidn ^>(x) = F(H(x)), entonces (66) muestra que 
los conjuntos de nivel de 3> (estos son los conjuntos sobre los cuales $ alcan- 
za un valor dado) son precisamente los conjuntos de nivel de A en V. Estos 
son “pianos” porque son intersecciones con V de translaciones del espacio 
vectorial ^Y(A). Notese que &\m*V(A) = n - r (Ejercicio 25). 

Los conjuntos de nivel de F en U son las imagenes bajo H de los con¬ 
juntos de nivel pianos de <i> en V. Son por tanto “superficies de 
dimension^/? — r)” en U. 

DETERMINANTES 

Los determinates son numeros que se asocian a las matrices cuadradas, y 
por lo tanto, a los operadores que est&n representados por dichas matrices. 
Son 0 si y solo si, el operador correspondiente no es invertible. Por lo tanto 
pueden usarse para decidir si las hipotesis de algunos de los teoremas ante- 
riores se satisfacen. Tendran un papel aun mas importantes en el capitulo 10. 

9.33 Definici6n Si (/,,..., j n ) es una fl-ada ordenada de enteros, defini- 
remos 


s(ju ■■■Jn) = n s 8 n 0 4 -jpl 

P<9 


(82) 
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donde sgn x = 1 si x > 0, sgn x = - 1 si x < 0, sgn x = 0 si x = 0. En- 
tonces, s j n ) = 1, - 1, o 0, y cambia de signo si se permuta algun 

par de j. 

Sea [A] la matriz de un operador lineal A en R n relativa a la base es- 
tandar {e,,..., ej con terminos a(ij) en la fila i y columna j. Se define el 
determinante de [A ] como el numero 

(83) det [A] = £ s(Ji, ... JnWJMUi) * * * a{n,j K ). 

La suma de (83) se extiende sobre todas las n -adas de enteros ordenadas 
(/i'""/.) c » n 1 ^ 1 ^ n. 

Los vectores columna x 7 de [y4 ] son 

(84) Xj = £ (1 < «)• 

1=1 

Sera conveniente considerar a det |>4 ] como una funcibn de los vectores co¬ 
lumna de [A]. Si escribimos: 


det (x t ,..., xj = det [A], 


det es ahora una funcibn real en el conjunto de todas las n-adas ordenadas 
de vectores en R n . 

9.34 Teorema 

(a) Si I es el operador identidad en R n , sera 

det [/] = det (e x ,.... e„) = 1. 

( b ) det es una funcidn lineal de cada uno de los vectores columna x,, 
si se mantienen los otros fijos. 

(c) Si [A ], se obtiene de [A] intercambiando dos columnas, enton- 
ces, det [A], = - det [A], 

(d) Si [A] tiene dos columnas iguales, det [A] =0. 

Demostracion Si A = I, entonces a(i,i) = 1 y a(i,j) = 0 para / * 
j. Per tanto, 


det [/] = j(1, 2, ...,«) = 1, 


lo que prueba (o). Por (82), s(j t ,..., j n ) = 0 si dos cualesquiera de 
las j son iguales. Cada uno de los n! productos restantes de (83) con- 
tiene un factor de cada columna, lo que prueba ( b). El apartado (c) 
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es una consecuencia inmediata del hecho de cainbiar de signo s(j \,..., 
j„) si se permutan dos j cualesquiera, y (d) es un corolario de (c). 

9.35 Teorema Si [A] y [B] son matrices n por n, entonces 

det ([B\[A]) — det [B] det [A]. 

Demostracion Si x,,..., x,, son las columnas de [A], definamos 

(85) A b (x i? ..., x„) = A b [A] = det ([fi]U]). 

Las columnas de [fi] [A] son los vectores fix,,..., fix,,. Asi, 

(86) A b (x 1 , ..., x„) = det (fix lt ..., fix„). 

Por (86) y el Teorema 9.34, A„ tiene tambien las propiedades 9.34 (6) 
a ( d ). Por (b) y (84) 

AflM] = A s a(i, l)e,, x 2 ,..., x„j = £«(», 1) A^, x 2 ,..., x„). 
Repitiendo este proceso con x 2 ,..., x„, obtenemos 

(87) A b [A] = £ a (h, l)a ('2 - 2) • • • a(/„, n) A„(e h ,..., ej, 

estando extendida la suma sobre todas las n-tuplas ordenadas (/,,..., 
/„) con 1 < i r < /?. Por (c) y (r/), 

(88) A fl (e,,,..., e,* n ) — t(?\,..., t B ) A B (e^,..., e rt ), 

donde / = 1, 0, o -1, y como [fi][/] = [fi], (57) muestra que 

(89) A B (e 1 ,...,e„)=det[fi]. 

Sustituyendo (89) y (88) en (87), obtenemos 

det ([B][A]) = {Za(i u 1) • • • a(t m9 n)t(i u ..., 0} det [B], 

para todas las matrices n por n [A] y [B], Tomando B = /, vemos 
que la suma anterior entre Haves es det [A ], lo que prueba el teorema. 

9.36 Teorema Un operador lineal A en R n es invertible si y solo si det [A ] 
* 0. 


Demostracion Si A es invertible, el Teorema 9.35 muestra que 
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det [A] det [A' 1 ] = det [AA* 1 ] = det [/] = 1, 
de modo que det [^4 ] ^ 0. 

Si A no es invertible, las columnas x l? ..., x„ de [A] son depen- 
dientes (Teorema 9.5); por tanto, hay uno, por ejemplo x* tal que 

(90) \ k + =° 

para ciertos escalares c r Por 9.34 ( b ) y (d), se puede sustituir x*. por 
x* + eft sin alterar el determinante, si j ^ k. Repitiendo, vemos que 
puede sustituirse \ por el primer miembro de (90), esto es, por 0, sin 
alterar el determinante. Pero una matriz que tiene una columna 0, 
tiene determinante 0. Por tanto, det [A] =0. 

9.37 Observation Supongamos que fe,,..., e„| y (u,..., uj son bases en 
R". Todo operador lineal A en R" determina matrices [A] y [A]u , con ter- 
minos a,, y a u dados por 

Ae j = Z a u e f > Au J = Z *y “i • 

i i 

Si u ; = Be, = EZ^e,, entonces Aw, es igual a 

X! ^kj Bek == X^ Xj bik ~ Xj (XI ^ik A > 

k k i i \k } 

y tambien a 

ABej = A Y, hj*k = Z (Z e f . 

Asi pues, I )b ik a k j = i3a, A A,> o 

(91) WML = 

Como £ es invertible, det [5] =£ 0. Por tanto, (91) juntamente con el Teore¬ 
ma 9.35 demuestra que 

(92) det [A] v =dct [A]. 

El determinante de la matriz de un operador lineal no depende, por 
tanto, de la base que se utiliza para construir la matriz. Es, pues, correcto 
hablar de! determinante de un operador lineal, sin especificar ninguna base. 

9.38 Jacobianos Si f aplica un conjunto abierto E c R" en R \ y es dife- 
renciable en un punto x e E, el determinante del operador lineal f'(x) se le 
llama Jacobiano de f en x. Simbdlicamente: 


(93) 


J t (x) = det f'(x). 
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Tambien utilizaremos la expresibn 


(94) 


d(x u 


para J f (x) si O’,,..., y„) = x„). 

En lenguaje jacobiano, la hipbtesis principal del teorema de la funcibn 
inversa es que J f ( a) ^ 0 (comparese con el Teorema 9.36). Si la fun- 
cion implicita del teorema esta establecida en terminos de la funcibn es (59), 
la hipotesis hecha para A equivale a 


d(/i, •■•,/„) 

d(x u ...,x„) 


DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 

9.39 Definition Supbngase que / es una funcion real definida en un con- 
junto abierto E c: R n , con derivadas parciales DJ ,..., DJ\ Si las fun- 
ciones DJ son diferenciables, entonces las derivadas parciales de segundo 
orden de / estan definidas como 

D u f= D t Djf (iij = 1,...,«). 

Si todas estas funciones DJ son continuas en E t se dice que/es de clase V" 
en E, o que / g <g m (.E ). 

Un mapeo f de E en R m se dice que es de clase *6* si cada componente 
de f es de clase . 

Puede suceder que en algun punto DJ ^ DJ, aunque ambas deriva¬ 
das existan (vease Ejercicio 27). Sin embargo, se vera mas adelante que DJ 
- DJ siempre y cuando estas derivadas sean continuas. 

Por simplicidad (y sin perder generalidad) se establecer&n los dos teore- 
mas siguientes para funciones reales de dos variables. El primero es un teorema 
de valor medio. 

9.40 Teorema Supdngase que f esta definida en un conjunto abierto E a 
R 2 , y que DJ y DJ existen en cada punto de E. Supdngase tambien que Q 
c E es un rectangulo cerrado con sus lados paralelos a los ejes coordena- 
dos, y que tienen a (a,b) y (a + h, b + k) como vertices opuestos (h * 0, k 
± 0). Si se hace 


A(/, Q) =f(a + h,b + k) -f(a + h , b) - f(a , b + k) 4 f(a, b). 
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Entonces hay un punto (x,y) en el interior de Q tal que 

(95) Mf, Q) = hk(D 2l f)(x, y). 

N6tese la analogia entre (95) y el Teorema 5.10; el area de Q es hk. 

Demostracion P6ngase u(t) = f(t,b + k) — f(t,b). Dos aplica- 
ciones del Teorema 5.10 muestran que hay un x entre ay a + h, y un 
y entre b y b + k, tales que 

A(/, Q ) = u(a + h) — u(a) 

= hu'(x) 

= h[(B i f)(x,b + k)-(D l f)(x,b)] 

= hk(D 2l f)(x, y ). 

9.41 Teorema Supdngase que f esta definida en un conjunto abierto E <=■ 
R 2 , y que DJ, D 2 J y D-J existen en cada punto de E, y D 2l f es continua en 
algun punto ( a,b ) € E. 

Entonces D l2 existe en ( a,b ) y 

(96) (D i2 f)(a, b) = (D 2l f)(a, b). 

Corolario D 2 J — D l2 f si f e ^"(E). 

Demostracion Pongase A = (D 2l f)(a,b). Elijase £ > 0. Si Q es el 
rectangulo del Teorema 9.40, y si h y k son suficientemente pequefios, 
se tiene que 


\A - (D 2 J)(x, y)\ <e 
para todo ( x,y ) e Q. Entonces, por (95) 


A(/, & 

hk 



<£, 


Fljese h y hagase k — 0. Como D 2 f existe en E, la ultima desigualdad 
implica que 


(97) 


{D 2 f)(a + h,b)~ ( D 2 f)(a , b) 


< e. 


Como 6 fue arbitraria, y debido a que (97) se cumple para todo 
h 0 suficientemente pequeno, se deduce que {D t2 f)(a,b) = A. Esto 
da (96). 
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DIFERENCIACION DE INTEGRALES 

Supongase que ip es una funcion de dos variables que puede integrarse con 
respecto a una y diferenciarse con respecto a la otra. ^Bajo que condiciones 
se producira el mismo resultado, si estos dos procesos de limite se llevan a 
cabo en orden opuesto? Para plantear la pregunta con mas precision: ^Bajo 
que condiciones sobre ip se puede demostrar que la ecuacibn 

d r b c b d(p 

(98) J cp(x, t)dx= J — (x, t) dx 

es verdadera? (El Ejercicio 28 proporciona un contra ejemplo.) 

Sera conveniente usar la notacion 

(99) <p\x) = (p(x, t ). 

Entonces <p l es para cada t , una funcion de una variable. 

9.42 Teorema Supongase que 

(a) <p(x,t) estd definida para a < x < b, c < t < d\ 

(b) a es una funcion creciente sobre [a,b]\ 

(c) ip f g g/l(a) para cada t g [c,d]; 

(d) c < s < d, y para cada e > 0 corresponde un b > 0 tal que 

I ( D 2 <P)(x, t) - (D 2 cp)(x, s) I < e 
para todo x g [a,b] y todo t g (s - b, s + b). 

Se define 

r b 

(100) f{t) = <p(x, t ) d<x(x) (c<t < d). 

J a 

Entonces (D 2 ip) s g 01 (ol), f'(s) existe f y 

(101) f\s) = f ( D 2 cp){x , s) da{x). 

" a 

Notese que (c) solamente asegura la existencia de las integrales (100) 
para todo t g [c,d]. Notese tambien que (d) se cumple en realidad siempre 
que D 2 ip es continua sobre el rectangulo en el que <p esta definida. 

Demostracion Consideremos los siguientes cocientes de diferencias: 

<p(x, t) - (p(x, s) 

Hx,t ) 


t — s 
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para 0 < \t — s| <6. Por e! Teorema 5.10, a cada (x,t) le corres- 
ponde un numero u entre s y t tal que 

t ) = (D 2 (p)(x, u). 

En consecuencia ( d ) implica que 

(102) | \j/(x , t) — ( D 2 <p)(x, 5')| < e (a < x <b, 0 < \t — s\ < <5). 
Notese que 

(103) —= |V(*, 0 

Y por (102), \p f — (D 2 v?) s uniformernente sobre [a,b] cuando / 
— 5. Como cada e 01(a), entonces la conclusion deseada se dedu¬ 
ce a partir de (103) y del Teorema 7.16. 

9.43 Ejemplo Por supuesto que pueden demostrarse teoremas analogos al 
9.42 con (— oo, oo) en lugar de [a,b], En lugar de hacer esto, veamos sola- 
mente un ejemplo. Se define 

(104) f(t) = f e~* 2 cos (xt) dx 

J -CO 

y para - oo < t < oo, 

r 00 2 

(105) g(t) = — xe x sen ( xt)dx , 

^ - oo 

Ambas integrates existen (convergen absolutamente) porque los valores abso- 
lutos de los integrandos son a lo mas exp (- x 2 ) y \x\ exp (— x 2 ), respec- 
tivamente. 

Notese que g se obtiene de / diferenciando el integrando con respecto a 
t\ Se requiere que / sea diferenciable y que 

(106) f\t) =g(t) (- oo < t < oo). 

Para demostrar esto, se examinaran primero los cocientes de diferen- 
cias del coseno: si f3 > 0 entonces 


cos (a + /?) — cos a 


+ sen a 


1 r a+/y 


(sen a — sen t) dt. 


Como |sen a - sen t\ < \t - a\, el miembro derecho de (107) es a lo mas 
(3/2 un valor absoiuto; el caso (3 < 0 se trata de forma similar. Por esto 
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(108) 


cos (a + j8) — cos a 

- 


+ 


sen a 


*101 


para todo 0 (si el miembro izquierdo se interpreta como 0 cuando (3 = 0). 

Ahora se fija t, y h * 0. Aplicando (108) con a = xt, /3 = x/?; se de¬ 
duce entonces de (104) y (105) que 


f(t + h)-f(t) 


g(‘) 


i*i/; 


2 - jc 2 

x z e x 


dx. 


Se obtiene entonces (106) cuando h — 0. 

Dando un paso mas: la integration por partes aplicada a (104), 
muestra que 


„ x ^ r 00 _ 2 sen(xt) . 

(109) fit) = 2 I xe x 

t 

Entonces t/(t) = - 2g(t), y (106) implica ahora que / satisface la ecuacion 

diferencial 

(110) 2f'(t) + tf(t)=0. 

Si se resuelve esta ecuacion diferencial y se considera que /(0) = -J lr (vease 

Sec. 8.21), se encuentra que 

(111) /(0=N/^exp^-i-^. 

La integral (104) se determina entonces explicitam^nte. 

EJERCICIOS 

1. Si S es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial X , demostrar (como se 
aseguro en la Sec. 9.1) que el generador de S es un espacio vectorial. 

2. Demostrar (como se aseguro en la Sec. 9.6) que BA es lineal si A y B son trans- 
formaciones lineales. 

Demostrar tambien que A~ l es lineal e invertible. 

3. Suponer que A e L(X, Y) y Ax = 0 solo cuando x = 0. Demostrar que enton¬ 
ces A es 1-1. 

4. Demostrar (como se asegurd en la Sec. 9.30) que los espacios nulos y los “ran- 
gos” de transformaciones lineales son espacios vectoriales. 

5. Demostrar que a cada A e L(R n , /?') le corresponde un unico y e R n tal que Ax 
= x • y. Demostrar tambien que \\A || = |y| 
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Sugerencia : Bajo ciertas condiciones, en la desigualdad de Schwarz se 
cumple la igualdad. 

6. Si /(0, 0) = 0, y 

fix, y) = rrr~3 si (*» >') ^ (°> °). 

^ T/ 

demostrar que y (D 2 f)(x,y) existen en cada punto de R 2 y aunque / no 

sea continua en (0, 0). 

7. Suponer que / es una funcibn de valores reales definida en un conjunto abierto E 
c /?", y que las derivadas parciales DJ y /)„/ estan acotadas en E. De¬ 
mostrar que / es continua en E. 

Sugerencia: Procedase como en la demostracion del Teorema 9.21. 

8. Supongase que / es una funcibn real diferenciable en un conjunto abierto E c 
R'\ y que / tiene un m&ximo local en un punto x e E. Demostrar que /'(x) — 0. 

9. Si f es un mapeo diferenciable de un conjunto abierto conexo E a R n en R n \ y 
si f '(x) = 0 para cada x e E, demostrar que f es constante en E. 

10. Si / es una funcibn real definida en un conjunto abierto convexo E a R n y tal 
que ( D x f)(x) = 0 para cada x e E, demostrar que/(x) depende solo de x 2 ,..., 
V 

Mostrar que la convexibilidad de E puede reemplazarse por una condicion 
mas debil, pero que se requiere alguna condicion. Por ejemplo, si n — 2 y E 
tiene la forma de una herradura, la proposicion puede ser falsa. 

11. Si / y g son funciones reales diferenciables en R n , demostrar que 

V(/£)=/V£ + £V/ 

y que V(1 /f) = — / _2 V/, siempre y cuando / ^ 0. 

12. Con dos numeros reales ay b fijos, 0 < a < b. Definase un mapeo f = (/j,/ 2 , 
fs) de R 1 en R 3 por medio de 

fi(s, t) = (b + a cos s ) cos t 
f 2 (s 9 t) = (b + a cos s) sen t 
f*(s, t) = a sen 5. 

Describir el “rango” K de f. (Este es un subconjunto compacto de R } .) 

(a) Mostrar que hay exactamente 4 puntos p e K tales que 

(V/ 1 )(f“ 1 (p)) = 0. 

Encontrar estos puntos. 

(b) Determinar el conjunto de todos los q e K tales que 

(V/ 3 )(f' 1 (q)) = 0. 

(c) Mostrar que uno de los puntos p encontrados en la parte (a) corresponde a 
un minimo local de /,, uno a un maximo local y los otros dos restantes a nada 
(estos se llaman “puntos silla”). 
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<\Cuales dc los puntos q determinados en la parte (/?) corresponden a maxi- 
mos o mininios? 

(d) Sea X un niimcro real irracional, y definase g(/) = j\t), X/). Demostrar que g 
es un mapeo 1-1 de 1 sobre un subconjunto denso de K . Demostrar que 

| g'(/) | 2 = a 2 + X 2 (b + a cos t) 2 . 

13. Supongase que f es un mapeo difercnciablc de R 1 en R } tal que f(/) =1 para 

cada t. Demostrar que f( /) * f(/) = 0. 

Interpretar estc resullado gcometricamente. 

14. Definir /(0, 0) = 0, v 

/(' v ’- v ) = TITTi si {x,y)* ( 0 , 0 ). 
x y 

(a) Demostrar que D,/ y D 2 f son funciones acotadas en R 2 . (Por consiguicnte / 
es continua.) 

(/ 7 ) Sea u un vector unitario en R 2 . Mostrar que la derivada direccional (//./)( 0, 
0 ) existe, y que a lo mas su valor absoluto es 1 . 

(c) Sea 7 un mapeo diferenciable de /? 1 en R 2 (en otras palabras, 7 es 1111 a curva 
diferenciable en R 2 ), con 7 ( 0 ) = (0, 0) y 1 7 '(0)i > 0. Si se pone g(f) = /C//)), 
demostrar que g es diferenciable para cada / e R ] . 

Si 7 g demostrar que g e <&'. 

(d) A pesar de esto, demostrar que/no es diferenciable en (0, 0 ). 

Sugerencia : La formula (40) talia. 

15. Si se define /(0, 0) = 0, y se hace 

f(x,y) = x* + y>- 

para (a %>7 * ( 0 , 0 ). 

(a) Demostrar, para todo (a\v) R que 

4x 4 y 2 <(x 4 + y 2 ) 2 . 

Concluir de esto que/cs continua. 

{b) Para 0 < 0 < 2 7 r, - 00 < t <r or, se define 

ge(t) = fit cos 6, t sen 8). 

Mostrar que <>,(0) = 0, ;>,'(0) = 0, &;'(0) = 2. Cada g„ ticnc por lo tan to, un 
minimo local estricto en / = 0 . 

En otras palabras, la restriccion de / a cada recta que pasa por (0, 0) ticnc 
un minimo local estricto en ( 0 , 0 ). 

(c) Mostrar que (0, 0) no es sin embargo un minimo local para /, debido a quo 
f(x, x 2 ) = - x 4 . 

16. Mostrar que la continuidad de f' en el punto a es nccesaria en el teorema dc la 
funcion inversa, inclusive en el caso n - 1 : si 
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fit) = t + It 1 sen 

para t ± 0 , y /( 0 ) = 0 , entonces /'( 0 ) = 1 ,/' es acotada en (- 1 , 1 ), pero/no 
es uno-a-uno en cualquier vecindad de 0 . 

17. Sea f = (/j J 2 ) un mapeo de R 2 en R 2 dado por 

fiix, y) = e x cos y, f 2 (x, y) = e x sen y. 

(a) ^Cual es el “rango” de /? 

( b ) Mostrar que el Jacobiano de/ no es 0 en ningun punto de R 2 . Entonces cada 
punto de R 2 tiene una vecindad en la que /es uno-a-uno, no obstante que / no es 
uno-a-uno sobre R 2 . 

(c) Poniendo a = (0, ir/3), b = /(a), sea g el inverso continuo de f, definido en 
una vecindad de b, tal que g(b) = a. Determinar una formula explicita para g, 
calcular tambien f'(a) y g'(b), y verificar la formula (52). 

( d ) i,Cu&les son las imagenes bajo f de las rectas paralelas a los ejes coordenados? 

18. Conteste las preguntas analogas para el mapeo definido por 

u = x 1 — y 2 , v = 2 xy. 

19. Mostrar que el sistema de ecuaciones 

3x + y — z-f w 2 = 0 
x — y + 2z + u = 0 
2x - 1 - 2y — 3z -f 2u = 0 

puede resolverse para .v, y, u en terminos de z; para x, z, u en terminos de v; para 
y, z, u en terminos de x; pero no para x, y, z en terminos de u. 

20. Hacer n - m = 1 en el teorema de la funcion implicita e interpretar graficamen- 
te el teorema (y tambien su dcmostracion). 

21. Sea / definida en R 2 por 

f(x> y ) = 2x 3 — 3x 2 4- 2y 3 + 3>^ 2 . 

(a) Encontrar los cuatro puntos de R 2 en los cuales el gradiente de / es cero. 
Mostrar que / tiene exactamente un maximo y un minimo locales en R 2 . 

{b) Si S es el conjunto de todos los (x,j>) e R 2 en los cuales /(x,_y) = 0. En¬ 
contrar los puntos de S que no tienen vecindades para las cuales la ecuacion 
f{x,y) = 0 puede resolverse para y en terminos de x (o para x en terminos de v). 
Describir S de la forma mas precisa que se pueda. 

22. Hacer algo similar para 

fix, y) = 2x 3 + 6 x >^ 2 — 3x 2 + 3>> 2 . 

23. Si se define / en R* por medio de 



fix, y u y 2 ) = x 2 yi +e x + y 2 . 
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Mostrar que /(0, 1, - 1) = 0, (D,/)(0, 1, — 1) =£ 0, y que existe por lo tanto una 
funcion diferenciable g en alguna vecindad de (1, - 1) en R 2 , tal que g( 1, - 1) = 

- Oy 


f(g(yu yi), y u y 2> = o. 


Encontrar (Z>,g)(l, - 1) y (D 2 g)(\, -1). 

24. Para (x,y) ^ (0, 0), se define f = (/ |x / 2 ) como 


/i (*, y) = 


x 2 -y 2 
x 2 + y 2 ’ 


fi(x 9 y) = 


xy 

x 2 +y 2 ' 


Calcular el rango de f '(x,y), y encontrar el “rango” de f. 

25. Supongase que A e L(R n , R m ), y sea r el rango de A. 

(a) Si se define S como en la demostracion del Teorema 9.32, mostrar que SA es 
una proyeccion en R n cuyo espacio nulo es ^(A) y cuyo 4 ‘rango’’ es 0%(S). Su- 
gerencia: Por (68), SASA = SA. 

( b ) Usar (a) para mostrar que 

dim Jf(.A) + dim &(A) = n. 

26. Mostrar que la existencia (e incluso la continuidad) de D xl f no implica la existen¬ 
ce de D x f. Por ejemplo, sea f(x,y) = g(jr), donde g es en ninguna parte dife¬ 
renciable. 

27. Si se hace /(0, 0) = 0, y 


fix, y) = 


xyix* - y 2 ) 
x 2 + y 2 


para (x,^) ^ (0, 0). Demostrar que 
(#) /, D x f t D 2 f son continuas en R 2 \ 

(b) D x2 f y D 2l f existen en cada punto de R 2 y y son continuas excepto en (0, 0); 

(c) (D X2 f)( 0, 0) = 1, y (D 2 ! /)(0, 0) = -1. 

28. Para / > 0, se hace 

( x (0-^x<.V~t) 

-x + 2 V t (Vt<x<,2Vt) 

0 (en otro caso), 

y se pone<p(jc,/) =— <p(x, |f|) si t < 0 . 

Mostrar que g 0 es continua sobre R 2 , y que 

(D 2 <p)(x, 0 ) = 0 

para todo x. Ahora definase 

/0)=J'_ i <pO, t)dx. 

Mostrar que /(/) = / si !/ < J. En consecueneia, 

(D 1 <pKx,0)dx. 
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29. Sea E un conjunto abierto en R n . Las clases #'( E ) y #"(£) se han definido en 
el texto. Por induction, puede definirse # < k) (E ) de la forma siguiente, para to- 
dos los enteros positivos k : Decir que/ g ( $ {k) (E) significa que las derivadas par- 
ciales DJ, .. D n f pertenecen a ^ ^ *)(£). 

Admitir que / g ^^(E), y mostrar (aplicando repetidamente el Teorema 
9.41) que la derivada de orden k-e simo 

D tli2 ... i k f— D tl Di 2 ... D ik f 

no cambia si los subindices i k se permutan. 

Por ejemplo, si n >3, entonces 

^ 1213 /— Dsiuf 


para cada / g # ,(4) . 

30. Sea / g # (,w) (£), donde E es un subconjunto abierto de /?". Fijese a g E, y su- 
pongase que x g E" es tan cercano a 0 que los puntos 

p(0 = a -b rx 

estan en E siempre que 0 < t < 1 . Si se define 

m=rwt)) 

para todo t e R l para los que p(/) g E. 

(a) Mostrar que para 1 < k < m , (aplicando repetidamente la regia de la cadena) 


h«Kt) = '£(D li ... lk f)(p(t))x ll ...x tk . 

La suma se extiende sobre todas las £-adas ordenadas (/,,..., i k ) en las que es 
uno de los enteros 1,..., n. 

( b) Del teorema de Taylor (5.15), 

jL| "T | 

k-o /cl ml 

para algun t g (0, 1). Usar esto para demostrar el teorema de Taylor en n va¬ 
riables, mostrando que la formula 

/(a + x) = f) 2 ^Z(Ai...<»/Xa)*u ••••*!* + r(x) 

k—O K\ 


representa a/(a -I- x) como la suma del llamado “polinomio de Taylor de grado 
m - 1”, mas un residuo que satisface la condition 


lim^ 

*-o x 


= 0. 


Cada una de las sumas internas se extiende sobre todas las £-adas (/,,..., 
4) ordenadas, de la misma manera que en (a); como de costumbre, la derivada 
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de / de orden cero es simplemente /, asi que el termino constante del polinomio de 
Taylor de / en a es /(a). 

(c) El Ejercicio 29 muestra que la repeticibn ocurre en el polinomio de Taylor 
cuando se escribe como en (b). Por ejemplo, D m aparece tres veces, como £> m , 
£>, 3J , £> 3j j. La suma de los tres terminos correspondientes se puede escribir en la 
forma 


3 (Dl Z> 3 /)(a)*fx 3 . 

Demostrar (calculando la frecuencia en la que cada derivada aparece) que el poli¬ 
nomio de Taylor de (b) se puede escribir en la forma 

y W-Pi’/Xa) 

L *!-*! x "■ 

Aqui la suma se extiende sobre todas las /7-adas ordenadas ( 5 ,,..., s /f ) tales que 
cada 5, es un entero no negativo, y s, -f • • • + s n < m — 1. 

31. Supongase que / e V (3) en alguna vecindad de un punto a e R 2 , el gradiente de 
/ es 0 en a, pero que no todas las derivadas de / de segundo orden son 0 en a. 
Muestre como pueden determinarse entonces a partir del polinomio de Taylor de 
/ en a (de grado 2) si / tiene un maximo local, o un minimo local, o ninguna 
de las dos cosas, en el punto a. 

Extender esto a R n en lugar de R 2 . 
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La integracion puede estudiarse en varios niveles. En el capitulo 6, se de- 
sarrollo la teoria para funciones que se comportan razonablemente bien 
sobre subintervalos de la recta real. En el capitulo 11 se encontrara una 
teoria de integracion con un desarrollo bastante avanzado que se puede apli- 
car a clases de funciones mas grandes, cuyos dominios son conjuntos mas o 
menos arbitrarios, y no necesariamente subconjuntos de R". Este capitulo se 
dedica a los aspectos de la teoria de integracion que estan muy relacionados 
con la geometria de espacios euclidianos, como la formula de cambio de va¬ 
riable, integrates de linea y los mecanismos de las formas diferenciales que se 
usan en las proposiciones y demostracion del teorema en ^-dimensiones, 
analogo al teorema fundamental del calculo, es decir el teorema de Stokes. 

INTEGRACION 

10.1 Definicion Supongamos que I k es una k -celda en R k que consta de 
todos los 

x = (x 1 ,...,x k ) 

tales que 


( 1 ) 


OiKXiKbi 0 = 1 ,..., k). 
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V es la y-celda en R J definida por las j primeras desigualdades (1) y / es una 
funcion real continua en I k . 

Pongamos / = /., y definamos/^ en I k ~ ] por 

/*bfe 

fk-l( X l9 * * • 5 **-l) == fk( X l9 • * * J X k~l9 X k) dX k • 

J a k 

La continuidad uniforme de/ en I k demuestra que/_, es continua en 
Por tanto, podemos repetir este proceso y obtener funciones / continuas en 
/', tales que es la integral de / con respecto a x j9 sobre [a Jf b f ]. Despues 
de k pasos llegamos a un numerof , que llamamos integral de f sobre P\ lo 
escribiremos en la forma 

(2) f R x ) dx or f /. 

Jk J Jk 

A priori, esta definicion de integral depende del orden en que se lleven 
a cabo las k integraciones. Sin embargo, esta dependencia es solo aparente. 
Para demostrarlo, introduzcamos la notacion provisional L(f) para la in¬ 
tegral (2) y L '(f) para el resultado obtenido llevando a cabo las k integra¬ 
ciones en algun otro orden. 

10.2 Teorema Para todo f e #(/*), L(f) = L'(f). 

Demostracion Si h(\) = h x (x { ) ••• h k (x k ), donde hj e <g([a Jf bj), 
entonces 


m=tl f bi hi(xi) dxi — L'(h). 

1=1 J Oi 

Si srf es el conjunto de todas las sumas finitas de tales funciones /?, se 
deduce que L(g) = L'(g) para todo g e d. Ademas, srf es un al¬ 
gebra de funciones en I k para la cual es aplicable el teorema de Stone- 
Weierstrass. 

Hagamos V = f] (b, — a,). Si / e %>(P) y a > 0, existe g e stf 

i 

tai que \f — g|| < e/V, donde ||/|| esta definida como igual a max 
|/(x)| (x e /*). Entonces \\L(f - g)| < a, \L'(f - g| < a, y como 

Uf) - L\f) = US- g) + L'(g -f) 9 

deducimos que \L(f) - L'(f)\ < 2e. 

En relacion con esto, es importante el Ejercicio 2. 

10.3 Definicion El soporte de una funcion (real o compleja) / en R k es la 
cerradura del conjunto de todos los puntos x e R k en los que /(x) i=- 0. Si / 
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es una funcion continua con soporte compacto, sea I k alguna k -celda que 
contiene al soporte de /, y definamos 

(3) J f= S f - 

Jjjk J jk 

La integral asi definida es, evidentemente, independiente de la election de P, 
con tal, solamente, de que I k contenga al soporte de /. 

Es tentador, ahora, extender la definition de integral sobre R k a las 
funciones que son limite (en algun sentido) de funciones continuas con so¬ 
porte compacto. No necesitamos estudiar las condiciones bajo las cuales 
puede hacerse esto; el enunciado apropiado de esta cuestibn es la integral de 
Lebesgue. Nos limitaremos a describir un ejemplo muy sencillo que se utili- 
zara en la demostracibn del teorema de Stokes. 


10.4 Ejemplo Sea Q k el /c-simplex que consta de todos los puntos x = 
= (x,,..., x k ) en R k para los cuales + * * • + x k < 1 y x ] >0 para i = 
= 1,..., k. Si A: = 3, por ejemplo, Q k es un tetraedro, con vertices en 0, e,, 
e,. Si / £ %?(Q k ), extenderemos / a una funcion en I k poniendo /(x) = 0 
fuera de Q k y definiremos 

< 4 > J f= ! f - 

* Qk J jk 

Aqui, I k es el «cubo unidad» definido por 


0 < Xi:< 1 (1 < / < k). 

Como / puede ser discontinua en I k , la existencia de la integral del se- 
gundo miembro de (4) necesita ser demostrada. Tambien queremos mostrar 
que esta integral es independiente del orden en que se lleva a cabo cada una 
de las k integraciones. 

Para hacer esto, supbngase que 0 < 8 < \, poniendo 


( 5 ) 


n 


<p(t) =- 


o-o 

<5 


10 


0 < 1 - S) 

(1 - 5 < t < 1) 

(1 < 0 , 


y se define 

(6) F{x) = (p(x, + ■ • • + x k )f(x) (x e I k ). 


Entonces Fe ^(/ A ). 
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Se hace y = x A _,), x = (y, x k ). Para cada y e el conjun- 

to de todos los x k tales que F(y, x k ) * /(y; x k ) es ya sea vacio o un segmento 
cuya longitud no excede a la de 5. Como 0 < <p < 1, se deduce que 


(7) |^_ 1 (y)-/ t _ 1 (y)| <<5||/|| (ye/*’ 1 ), 


donde ||/|| tiene el mismo significado que en la demostracion del Teorema 
10.2, y F k _ Xf f k _ x estan dadas como en la Definicibn 10.1. 

Cuando 6 — 0, (7) exhibe a f k _ x como un limite uniforme de una suce- 
si6n de funciones continuas. Por esto f k __ x e <£(/ A_1 ), y las integraciones 
adicionales no presentan problema. 

Esto demuestra la existencia de la integral (4). Ademas, (7) muestra 

que 


( 8 ) 


f F(x)dx— f /(x) dx I < 6||/||. 

Jjk Jjk 


Notese que (8) es verdadero, no importando el orden en el cual se efectuen 
las k integraciones sencillas. Como F e I k ), JFno es afectada por ningun 
cambio en este orden. En consecuencia (8) muestra que lo mismo es valido 
para j/. 

Esto completa la demostracion. 

Nuestro siguiente objetivo es la formula de cambio de variable que se 
establece en el Teorema 10.9. Para facilitar su demostracion, se estudiaran 
primero los denominados mapeos primitivos, y las particiones de la unidad. 
Los mapeos primitivos permitiran obtener una vision clara de la accion local 
de un mapeo- c € f con derivada invertible, y las particiones de la unidad son 
un recurso muy util que hace posible usar la information local dentro de un 
marco global. 


MAPEOS PRIMITIVOS 

10.5 Definition Si G mapea un conjunto abierto E a R n en R'\ y si hay 
un entero m y una funcion real g con dominio E tal que 

(9) G(x) = X + g(x)e m (x e E), 

itm 

entonces G se denomina primitivo. Un mapeo primitivo es entonces aquel 
que cambia a lo mas una coordenada. Notese que (9) puede escribirse tam- 
bien en la forma 


(10) G(x) = x + [g(x) - *Je m . 

Si g es diferenciable en algun punto a e E y tambien lo es G. La matriz 
[a,,] del operador G'(a) tiene como m-esimo renglon a 
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(11) (2>i^)(a), ...,{D m g)(a), g)(a) 

para j =£ m, se tiene = 1 y «, ( = 0 si i * j. El Jacobiano de G en a esta 
dado entonces por 

(12) / G (a) = det[G'(a)] - (D m g)(a), 

y se ve (por el Teorema 9.36) que G'(a) es invertible si y solo si (£>„,g)(a) ^ 

* 0 . 

10.6 Definition Un operador lineal B sobre R n que intercambia algun par 
de miembros de la base estandar y deja fijos a otros, se denomira un flip. 
Por ejemplo, el flip B sobre R 4 que intercambia e,ye t tiene la forma 


(13) B{x l e t + x 2 e 2 + x 3 e 3 + x 4 e 4 ) = + x 2 e 4 + x 3 e 3 + x 4 e 2 

o de manera equivalente, 

(14) B{x l e t + x 2 e 2 + x 3 e 3 + x 4 e 4 ) = ^ 16 ! + x 4 e 2 + x 3 e 3 + x 2 e 4 . 

Por consiguiente B puede considerarse como un intercambio de dos de las 
coordenadas, en lugar de dor vectores base. 

En la siguiente demostr icion se usaran las proyecciones P a ,P„ en 
R", definidas por P 0 \ = 0 y 

(15) P m * = x t ei + ••• +x m e m 

para 1 < m < n. Entonces P„, es la proyeccion cuyo rango y espacio nulo 
estan generados por (e,,..., e„, 1 y (e„, + ,,..., e„) respectivamente. 

10.7 Teorema Supdngase que F es un mapeo-Wde un conjunto abierto E 
<z R n en R", 0 e E, F(0) = 0 , y F'(0) es invertible. 

Entonces hay una vecindad de 0 en R" en la cual es valida una repre- 
sentacidn de la forma 

(16) F(x) = 5 1 ---5 n _ 1 G n o...cG 1 (x) 

En (16) coda G, es un mapeo- <€' primitive en alguna vecindad de 0; 
G,(0) = 0, G,'(0) rs invertible, y cada B, es ya sea un flip o un operador 
identidad. 

Abreviando, (16) representa a F localmente como composicion de ma- 
poos primitivos v flips. 
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Demostracion Poniendo F = F,. Admitase que 1 < m < n — 1, y 
hagase la siguiente hipdtesis de induction (que evidentemente se 
cumple para m — 1): 

V m es una vecindad de 0, F„, e (V m ), F,„(0) = 0, F,'(0) es in¬ 
vertible , y 


(17) P m -iF m (x) = P m „ 1 x (xeVJ. 

De (17), se tiene 

(18) F m (x) = P m . t x + X ai(x)e f , 

i = m 

en donde a n son funciones- <6' reales en V m . Por consiguiente, 

(19) F;(0)e m =£(Z> m a i )(0)e j . 

i = m 

Como F„'(0) es invertible, el miembro izquierdo de (19) no es 0, y por 
lo tanto hay un k tal que m < k < n y (£>,,, a A )(0) * 0. 

Sea B„, el flip que intercambia m y este k (si k = m, B,„ es la 
identidad) y definase 

(20) G m (x) = x + [a*(x) - x m ]e m (x e VJ. 

Entonces G,„ e G„, es primitivo, y G„'(0) es invertible, 

ya que (D„, a*)(0) * 0. 

Por tanto, el teorema de la funcion inversa muestra que hay un 
conjunto abierto con 0 e U„, c V m , tal que G,„ es un mapeo 1-1 
de U m sobre una vecindad V m + l de 0, en la cual G~' es continuamente 
diferenciable. Si se define F„, + , como 

(21) F m + 1 (y) = 5 m F m o G - 1 (y) (yeK m + 1 ). 

Entonces F m + I e + F„, + 1 (0) = 0, y F,' + l (0) es inver¬ 

tible (debido a la regia de la cadena). Tarnbien para x e 

(22) P m F m+1 (G m (x)) = P m B m FJx) 

= 7 > JP m -iX + a*(x)e m + •■•] 

=P m _iX + a*(x)e m 

— Pm G m (x) 


asi que 


(23) 


F m F m+1 (y) = P m y (y e V m+i ). 
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La hip6tesis de inducci6n se cumple por tanto con m + 1 en lugar de m . 

[En (22) se us6 primero (21), despues (18) y la definicion de B m \ 
despues, la definicion de P m9 y finalmente (20).] 

Debido a que B m B m - /, (21) con y = G,„(x), es equivalente a 

(24) F m (x) = B m F m+ i(G m (x)) (x e UJ. 

Si se aplica esto con m = 1,..., az — 1, se obtiene 

F = F x — B l F 2 0 Gj 

— B 1 B 1 F 3 o G 2 o Gj — ••• 

— B x m " B n _ 1 F n © Gn.i ° * * * o G x 

en alguna vecindad de 0. Por (17), F„ es primitivo. Esto completa la 
demostraciOn. 

PARTICIONES DE LA UNIDAD 

10.8 Teorema Supdngase que K es un subconjunto compacto de R n , y 
\V a ] es una cubierta abierta de K. Entonces existen funciones s 

^(R n ) tales que 

(a) 0 < i/', < 1 para 1 < / < 5; 

( b ) cada fa tiene su soporte en algun V ai y 

(c) ^,(x) + ••• + i p s (\) = 1 para cada x e K. 

A causa de (c), (0, j se llama una partition de la unidad , y ( b) se 
expresa algunas veces diciendo que {^ / 1 esta subordinada a la cubierta \ V a \. 

Corolario Si f e ^(R") y el soporte de f esta en K, entonces 

(25) /= !>,•/■ 

i= 1 

Cada \pi tiene su soporte en algun V a , 

Lo importante de (25) es que proporciona una representation de / 
como una suma de funciones continuas ^/con soportes “pequenos”. 

Demostracion Se asocia con cada x e K un indice a(x) de manera 
que x e V a{x) . Entonces hay bolas abiertas B(x) y W(x) f con centro en 
x, tales que 


( 26 ) 


B(X) CZ W(X) C W(x) C V a (x) 
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Como K es compacto, hay puntos x,,..., x s . en K tales que 

(27) X <=. 5(Xi) u • ■ • u B(x s ). 

Por (26) hay funciones <p s e (/?”), tales que <p,(\) = 1 sobre 

B(x,), <p,(x) = 0 fuera de W(Xj), y 0 < ip,(x) < 1 sobre R". Se define 

’/'i = y 

(28) tf'j+i = 0 -<Pi)”;(l — 
para / = 1,..., s — 1. 

Las propiedades ( a ) y (6) son claras. La relacion 

(29) </q + ’ ” ~L *Ai = i — (1 — <Pi)' ” (1 <Pi) 

es trivial para / = 1. Si se cumple (29) para algun i < s, la adicion de 
(28) y (29) produce (29) con i + 1 en lugar de i. Se deduce que 

(30) £ ifri (x) = 1 - fl [1 - <Pi(x)] (x 6 R n ). 

i=l 1=1 

Si x e K, entonces x e 5(x,) para algun /, en consecuencia ^,(x) = 1, 
y el producto en (30) es 0. Esto demuestra (c). 


CAMBIO DE VARIABLE 

Se describira ahora el efecto de un cambio de variables en una integral 
multiple. Para facilitar esto, nos restringiremos a funciones continuas con 
soporte compacto, aunque esto es demasiado restrictivo para la mayoria de 
las aplicaciones. Esto se ilustra por medio de los Ejercicios 9 al 13. 

10.9 Teorema Supongamos que T es un mapeo - <6 9 1-1 de un conjunto 
abierto E <= R k en R k , tal que J T {x ) =£ 0 para todo x e E. Si f es una 
funcidn continua en R k , cuyo soporte es compacto y esta en T(E ), entonces 

( 31 ) f f(y)dy = [ /(r(x))|J T (x)| dx. 

J R k 

Recordemos que J T es el Jacobiano de T . La hipotesis J T (\) ^ 0 
implica por el teorema de la funcion inversa, que T~ l es continua en T(E ), 
lo que asegura que el integrando del segundo miembro de (31) tiene soporte 
compacto en E. (Teorema 4.14). 

La aparicion del valor absoluto de J T (\) en (31) requiere un comenta- 
rio. Consideremos el caso k = 1, y supongamos que T es un mapeo- c €' 1-1 
de R l sobre R { . Entonces J T (x) = T'(x ), y si T es creciente , tenemos 
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(32) f Ry) dy = f RT(x))T'(x) dx, 

J R i J Ri 

por los Teoremas 6.19 y 6.17, para toda / continua con soporte compacto. 
Pero si T decrece, sera T'(x) < 0, y si / es positiva en el interior de su 
soporte, el primer miembro de (32) es positivo y el segundo negativo. Si se 
sustituye T' por \T'\ en (32), se obtiene una ecuacion correcta. 

Hasta ahora hemos considerado integrates de funciones sobre conjun- 
tos de R k sin asociar orientation ni direction con estos subconjuntos. Cuan- 
do lleguemos a la integration de formas diferenciales sobre superficies, 
adoptaremos un punto de vista diferente. 

Demostracion De las ^bservaciones que acabe mos de hacer, se de¬ 
duce que (31) es cierta si T es un mapeo- primitivo (ver la Defini¬ 
tion 10.5) y d Teorema 10.2 demuestra tambien que (31) es cierta si T 
es una aplicatibn lineal que intercambia solamente dos coordenadas. 

Si el teorema es cierto para las transformaciones P, Q y si Six) 
= sera 

J7(z)rfz = J/( J P(y»|/ P (y)| dy 

= jRPiQmiMQW)] IWI dx 

= j/(‘S'(x))|/ s ( x )l 


puesto que 

J p (Q(x))J q (x) = det P'(Q(x)) det Q'(x) 

= det P'(Q(x))Q'(x) = det S'(x ) = J s (x ), 

por el teorema de la multiplicacion de determinantes y la regia de la 
cadena. Asi, pues, el teorema es cierto tambien para S. 

Cada punto a e E tiene una vecindad (/, en la cual 

(33) T(x) = m + B r - B k _,G k o G k _ l o • • • o G^x-a), 

donde G„ Bj son como en el Teorema 10.7. Suponiendo que V = 
= T(U ), se deduce que se cumple (31) si el soporte de f esta en V. 
Asi: 

Todo punto T(E) tiene una vecindad V y tal que se cumple (31) 
para toda f continua , cuyo soporte esta en V y . 

Sea, ahora, / una funcion continua con soporte compacto K c= 
T(E ). Como \V y ] cubre a K, el Corolario del Teorema 10.8 muestra 
que / = Ei p if9 donde cada es continua, y cada ^ tiene su soporte en 
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algun V y . Por esto se cumple (31) para cada ^,/, y en consecuencia, 
tambien para su suma. 

FORMAS DIFERENCIALES 

Ahora se desarrollaran los mecanismos necesarios para la version en n di¬ 
mensions del teorema fundamental del calculo, que comunmente se llama 
teorema de Stokes . La forma original del teorema de Stokes surge en aplica- 
ciones del analisis vectorial al electromagnetismo y fue establecido en termi- 
nos del rotacional de un campo vectorial. Otros casos especiales son el teorema 
de Green y el de la divergencia. Estos temas se estudian brevemente al fi¬ 
nal del capitulo. 

Un detalle curioso del teorema de Stokes es que la unica cosa dificil 
acerca de el, es la estructura elaborada de definiciones que son necesarias pa¬ 
ra su postulacibn. Estas definiciones se refieren a formas diferenciales, sus 
derivadas, fronteras y orientacibn. Una vez que se han entendido estos con- 
ceptos, el establecimiento del teorema es muy breve y conciso, y su de- 
mostracion presenta muy poca dificultad. 

Hasta, ahora, hemos considerado derivadas de funciones de varias va¬ 
riables solamente para funciones definidas en conjuntos abiertos , lo que se 
hizo por conveniencia para que nos permitiera soslayar las dificultades que 
se presentan en los puntos frontera. Sin embargo, es conveniente ahora estu- 
diar las funcioes diferenciables en conjuntos compactos . En consecuencia, 
adoptaremos el siguiente convenio: Decir que f es un mapeo- (o un 
mapeo- ^") de un conjunto compacto D c= R k en R ", significa que hay 
un mapeo- W (o un mapeo- <$") g de un conjunto abierto W c: R k en R n , 
tal que D a W y que g(x) = f(x) para todo x e D. 

10.10 Definicion Supongamos que E es un conjunto abierto en R n . Una 
k-superficie en E es un mapeo- 4> de un conjunto compacto D c R k en E. 

A D se le llama dominio de parametros de 4>. Representaremos los 
puntos de D por u = (u x ,..., u k ). 

Nos limitaremos al caso sencillo en que D es, o bien, una &-celda o el 
/r-simplex Q k descrito en el Ejemplo 10.4. La razdn de esto es que tendremos 
que integrar sobre D , y todavia no hemos desarrollado una teoria de integra- 
cion sobre conjuntos mas complicados en R k . Se vera que esta limitacion a 
D (que haremos tacitamente desde ahora) no entrana perdida de generalidad 
considerable en la teoria resultante de las formas diferenciales. 

Notese que las superficies-/: en E estan definidas como mapeos en E , 
no como subconjuntos de E. La comparacibn con la Definicion 6.26 muestra 
que las superficies-1 no son mas que curvas continuamente diferenciables. 

10.11 Definicion Supongamos que E es un conjunto abierto en R n . Una 
forma diferencial de orden k > 1 en E (brevemente, una k-forma en E) es 
una funcion co, representada simbolicamente por la suma 
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(34) co = £ a h ... ik (x) dx h a • • • a dx ik 

(los indices i k varian, independientemente, de 1 a n ), que asigna a ca- 

da /:-superficie <l> en E un numero co(4>) = j* co, de acuerdo con la regia 


(35) 




■ ■ • it (3>(u)) 


d(*,„ 

d(u u 



du , 


donde D es el dominio de parametros de 4>. 

Las funciones a i{ ...se suponen reales y continuas en E. Si <£„ 

son las componentes de 4, el Jacobiano de (35) es el determinado por la 
aplicacidn 


(«i> •••,«*)->■ • • •, </>(>)). 

Observese que el segundo miembro de (35) es una integral sobre D, de- 
finida del modo hecho en la Definicion 10.1 (o el Ejemplo 10.4) y que (35) es 
la definicion del simbolo j*co. 

Se dice que una k -forma co es la de clase <€' o si las funciones 
a ir . ., k en (34) son todas de clase o <€". 

Una 0-forma en E esta definida como una funcion continua en E. 

10.12 Ejemplos 

(a) Sea 7 una superficie -1 (una curva de clase <^') en R\ con domi¬ 
nio de parametros [ 0 , 1 ]. 

Si se escribe (. x,y,z ) en lugar de (x 15 x>,^), y se pone 
a> = x dy + y dx. 


Entonces 

f O) = f [}>1 (OriCO +V 2 ( 0 yi( 0 ] dt = y 1 (l)y 2 (l) - yi( 0 )y 2 ( 0 ). 

J y J 0 

Notese que en este ejemplo $,co depende solo del punto inicial 
7 ( 0 ) y del punto final 7 ( 1 ) de 7. En particular, para cada curva cerra- 
da 7 se tiene j 7 co = 0. (Como se vera despues, esto es valido para cada 
1 -forma co que sea exacta.) 

A las integrales de las 1-formas se les llama comunmente in¬ 
tegrates de tinea. 

( b ) Si con a > 0, b> 0 fijos, se define 


y(t) = (a cos t, b sen t) (0 < t < In), 
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de manera que 7 es una curva cerrada en R 2 . (Su rango es una elipse.) 
Entonces, 


\ x dy — \ ab cos 2 t dt = nab , 

Jy J() 


mientras que 


J y dx = — J ab sen 2 t dt — — 


nab. 


N 6 tese que \^x dy es el area de la region acotada por 7 . Este es 
un caso especial del teorema de Green. 

(c) Sea D la 3-celda definida por 

0 < r < 1 , 0 < 9 < n, 0 < (p < 2n. 

Si se define $>(r,0,ip) = ( x,y,z ), en donde 

x — r sen 6 cos cp 
y = r sen 9 sen cp 
z = r cos 9. 


Entonces 


Mr, 9 , cp) = 


d(x, y, z) 
d(r, 9 , (p ) 


= r 2 sen 0 . 


De aqui que 

(36) f dx a dy a dz = f ^ • 

‘'O Jjd 3 

Notese que $ mapea D sobre la bola unitaria cerrada de R\ y que el 
mapeo es 1-1 en el interior de D (pero que algunos puntos frontera se identi- 
fican por medio de <£), y finalmente, que la integral (36) es igual al volumen 
de $(£>). 

10.13 Propiedades elementales Sean to, to,, to 2 /c-formas en E. Se escribe 
to, = to 2 si y solo si to,(<l>) = to 2 ($) para cada fc-superficie <f> en E. En particu¬ 
lar, to = 0 significa que to(<f>) = 0 para cada /:-superficie <I> en E. Si c es un 
numero real, entonces ao es la /c-forma definida por 



( 37 ) 
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y co — co, + co 2 significa que 

(38) f co = f co 1 + f co 2 

J<D 

para cada &-superficie <l> en E . N6tese como caso especial de (37) que — co se 
define de manera que 

(39) f (-©)-- f dco. 

Considerese una /:-forma 

(40) co = a(x) dx h a • • • a dx ik 

y sea co la /r-forma que se obtiene al intercambiar algun par de subindices en 

(40) . Si se combinan (35) y (39) teniendo en cuenta que un determinante 
cambia de signo si dos de sus renglones se intercambian, entonces se ve que 

(41) co = —co. 

Como un caso especial de esto, nbtese que se cumple la relation anti - 
conmutativa 

(42) dx x a dxj — — dxj A dx { 
para todo i y j. En particular, 

(43) dx t a dx t = 0 (i = 1,..., «). 

De manera mas general, volviendo a (40), y suponiendo que i r = i s pa¬ 
ra algun r ± s. Si estos dos subindices se intercambian, entonces co = co, de 
aqui que por (41), co = 0. 

Dicho de otra manera, si co esta dado por (40), entonces co = 0 a me- 
nos que los sublndices i n sean todos distintos. 

Si co esta como en (34), pueden omitirse entonces los sumandos con 
subindices repetidos sin cambiar co. 

Se deduce que 0 es la unica A:-forma en cualquier subconjunto abierto 
de R”, si k > n. 

La anticonmutatividad dada en (42) es la razon por la cual se presto 
demasiada atencion a los signos menos cuando se estudiaron formas dife- 
renciables. 

10.14 k-formas basicas Si i k son enteros tales que 1 < /, < /, 

< * * * <4 — n > y si / es la k- ada ordenada i k |, entonces / se llama 

un k-indice creciente y se usa la notacion abreviada 
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(44) dxj = dx it a • • • a dx ik . 

Estas formas dx t son las llamadas k-formas basicas en R\ 

No es dificil verificar que hay exactamente n\/k!(n — k)\ /r-formas 
basicas en R n \ no obstante, no se usaran. 

Es mucho mas importante el hecho de que cada &-forma puede repre- 
sentarse en terminos de A>formas basicas. Para poder ver esto, notese que 
cada A:-tupla j k } de enteros distintos puede convertirse a un /r-indice 

creciente J por medio de un numero finito de intercambios de parejas; cada 
una de estas cantidades para una multiplication por — 1, como se vio en la 
section 10.13; por consiguiente 

(45) dx h a * * * a dx jk = e(j l9 ... J k ) dxj 

en donde e(/,,..., j k ) es 1 o -1, dependiendo del numero de intercambios 
que se necesiten. En efecto, se puede ver facilmente que 

(46) e(j u . • • J k ) = s(j u 

en donde 5 es la de la Definicion 9.33. 

Por ejemplo, 

dx 1 a dx 5 a dx 3 a dx 2 = — dx x a dx 2 a dx 2 a dx 5 


y 


dx 4 a dx 2 a dx 3 = dx 2 a dx 3 a dx 4 . 


Si cada A:-ada en (34) se convierte en un fc-indice creciente, entonces se 
obtiene la llamada representacidn estdndar de oo: 

(47) « = X b i<X) dx,. 

I 

La sumatoria en (47) se extiende sobre todos los A:-indices crecientes /. [Por 
supuesto, cada k -indice creciente surge de muchas (para ser precisos de &!) 
k- ada. Cada b, en (47) puede ser entonces una suma de varios de los coefi- 
cientes que aparecen en (34).] 

Por ejemplo, 

x t dx 2 a dx t — x 2 dx 3 a dx 2 -f x 3 dx 2 a dx 3 + dx t a dx 2 
es una 2-forma en R 3 cuya representacidn estandar es 


(1 — x t ) dx x a dx 2 -h (x 2 4- x 3 ) dx 2 a dx 3 . 
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Una de las principales razones para la introduction de la representa¬ 
tion estandar de una fc-forma la da el siguiente teorema de unicidad. 

10.15 Teorema Supdngase que 

(48) ft) = £ b,(x) dx, 

I 

es la representation estandar de una k-forma a; en un conjunto abierto E c= 
R n . Si a; = 0 en E, entonces b,(\) = 0 para cada k-indice creciente I y para 
cada x e E. 

Notese que la proposition analoga seria falsa para sumas como la (34), 
ya que, por ejemplo. 


dx x a dx 2 + dx 2 a dx x = 0. 

Demostracion Para llegar a una contradiction, admitamos que 6 7 (v) 
> 0 para algun v e E y algun /c-indice creciente J = j k ). Co¬ 

mo bj es continua, existe h > 0 tal que ^ (x) > 0 para todo x e R n 
cuyas coordenadas satisfagan \x { — v, | < h. Sea D la A:-celda en R k 
tal que u e D si, y solo si | u, \ < h para r = 1,..., k. Si se define 

(49) <D(u) = v + £>r e Jr (u e D). 

r = l 

Entonces 4> es una /:-superficie en E> con dominio de parametros D , y 
b,($( u)) > 0 para cada u g D. 

Se requiere que 

(50) f co = f bj(<b(u)) du. 

Ya que el miembro derecho de (50) es positivo, se deduce que o>(<!>) ^ 
^ 0. Por consiguiente (50) proporciona la contradiction. 

Apliquese (35) a (48) para demostrar (50). Para ser mas especifi- 
cos, calculense los Jacobianos que aparecen en (35). De (49), 

8 ( Xjl ,..., x Jk ) ^ 
d(u u ...,u k ) 

Para cualquier otro k -indice creciente / =£ /, el Jacobiano es 0, por- 
que es el determinante de una matriz que tiene al menos un rengldn 
de ceros. 

10.16 Productos de k-formas basicas Supbngase que 

( 51 ) /={<!, J = {j \,... J q ) 
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donde 1 < /, < • • • < < n y 1 < 7 , < • • • < y q < a . El producto de las 

formas basicas correspondientes dx, y dx, en R" es una {p 4 - < 7 )-forma en 
R'\ representada por el simbolo dx, A dx „ y definida por 

(52) dxj a dxj — dx h a • • • a a 7*^ a • • • a . 

Si / y J tienen un elemento en comun, entonces de la seccion 10.13 se 
puede ver que dx, a dx, = 0 . 

Si / y J no tienen elementos en comun, se escribe [I,J] para el (p 4- < 7 ) 
-indice creciente que se obtiene ordenando los miembros de / u J en forma 
creciente. Entonces dx {lJ] es una (p + < 7 )-forma basica. Se requiere que 

(53) dx r a dxj = ( — 1 ) a 

donde a es el numero de diferencias j, — i s que son negativas. (El numero de 
diferencias positivas es entonces pq — a .) 

Para demostrar (53), se efectuan las siguientes operaciones en los 
numeros 

(54) i\ y ..., ip , ji , • • • 5 j q • 

Ahora se mueve i p a la derecha, paso a paso, hasta que su vecino izquierdo 
sea menor que i p . El numero de pasos es el de subindices t tales que i p < j,. 
(Notese que una posibilidad distinta son 0 pasos.) En seguida se hace lo mis- 
mo para /,. El numero total de pasos que se toman es a. El ordena- 

miento final que se alcanza es [/,/]. Cuando se aplica cada paso al miembro 
derecho de (52), multiplica dx, a dx, por - 1. En consecuencia, se cumple (53). 

Notese que el miembro derecho de (53) es la representacion estandar de 
dx, a dx,. 

En seguida, sea K = (&,,..., k r ) un r-indice creciente en (1,..., n }. Se 
usara (53) para demostrar que 

(55) (dxj a dxj) a dx K = dx x a (dxj a dx K ). 

Si de los conjuntos /, 7, K dos de ellos tienen un elemento en comun, 
entonces cada miembro de ( 55 ) es 0 ; por lo tanto, son iguales. 

Asi que supongase que /, J, K son ajenos por pares. Sea [/, 7, K] el (p 
4 - q 4 - r)-indice creciente obtenido de sus uniones. Asociese (3 con la pareja 
ordenada (7, K) y 7 con la pareja ordenada (/, K ) en la misma forma que a 
se asocio con [/, 7] en (53). Entonces el miembro izquierdo de (55) es, apli- 
cando (53) dos veces, 


(— l) a dx Uf n a dx K — (— l) a ( — l/ + y dx iLJ% K1 
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y el miembro derecho de (55) es 

(— 1)^ dxj a dx^j = ( —1)^(— \y +y dX[ It j t . 

En consecuencia (55) es correcta. 

10.17 Multiplication Supdngase que co y X son p- y g-formas, respectiva- 
mente, en algun conjunto abierto E c R n , con representaciones estandar 

(56) co = £ 6/(x) dx,, X = £ c j( x ) dx i 

J J 

en donde I y J varian sobre todos los /7-indices crecientes y sobre todos los 
q -indices crecientes tornados del conjunto {1 ,..., n\. 

Su producto, representado por el simbolo co a X, esta definido como 

(57) co a X = Yj £j( x ) c j( x ) dxi A dxj. 

i,j 

En esta suma, I y J varian independientemente sobre sus posibles valores, y 
dx, a dxj estk dada como en la seccidn 10.16. Por esto co a X es una (/? 4- q) 
-forma en E. 

Es facil ver (los detalles se dejan como ejercicio) que las ieyes distri- 
butivas 


(ft)j + Cft 2 ) Al = (fi)j a X) + (ft> 2 a X) 


y 


CO A ( X± 4" X 2 ) = (ft) A Aj) + (ft) A A 2 ) 

se cumplen, con respecto a la adicidn definida en la section 19.13. Si se com- 
binan estas leyes distributivas con (55), se obtiene la ley asociativa 

(58) (ft) A X) A (7 = ft) a (X a a) 

para formas arbitrarias co, X, 0 en E. 

En esta presentation se admitid tacitamente que p > l y q > 1. El 
producto de una 0-forma/con la/7-forma co dada por (56) se define sencilla- 
mente como la /7-forma 


fa = (Of - X/(x)6/(x) dx,. 
1 


Cuando / es una 0-forma, se acostumbra escribir /co, en-lugar de/Ato. 
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10.18 Diferenciaci6n Se definir& ahora un operador diferenciacidn d que 
asocia una (k + l)-forma du con cada A>forma a> de clase en algun con- 
junto abierto E c: R n . 

Una 0-forma de clase <€’ en E es una funcion real / e <# f (E) y y se 
define 

(59) df=t(D t fX*)dx i . 

i~ 1 

Si oo = D^/(x) dx i es la presentation est&ndar de una A>forma to, y b, e 
# \E ) para cada A:-indice creciente /, entonces se define 

(60) d(D='£(dh I ) Adxj. 

i 

10.19 Ejemplo Supongase que E es abierto en R n f e <#'(E ), y 7 es una 
curva continuamente diferenciable en E, con dominio [0, 1], De (59) y (35) 
se tiene que 

(61) \df=C t (DJMOMOdt. 

— y J 0 1 

Por la regia de la cadena, el ultimo integrando es (f o 7)'(0- De aqui que 

(62) frf/=/(r(D)-/(y( 0 )), 

y se ve que dy es la misma para toda 7 con el mismo punto inicial y final, 
de la misma manera que en (a) del Ejemplo 10.12. 

Por tanto, al comparar con el Ejemplo 10.12(6), puede verse que la 
1-forma x ¥ dy no es la derivada de cualquier 0-forma /. Esto puede inferirse 
tambien de la parte ( b ) deEsiguiente teorema, debido a que 

d(x dy) = dx a dy # 0 . 


10.20 Teorema 

(a) Si o) y\ son k - y m-form as, respectivamente , de clase <€’ en E, 
entonces 


(63) d(co a X ) = (1 dco ) a A + (— 1 )* co a dL 

(b) Si to es de clase en E, entonces d 2 u = 0 . 
Aqui, por supuesto que d 2 to significa d(do)). 
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(64) 


Demostraci6n Debido a (57) y (60), se deduce (a) si se demuestra 
(63) para el caso especial 

(a —fdx,, X = gdx, 

en donde f,g e d '(E), dx, es una Ar-forma basica, y dx, es una 
/w-forma basica. (Si k o m o ambas son 0, simplemente se omite dx, o 
dXj en (64); la siguiente demostracion no se ve afectada por esto.) 
Entonces, 


to a A =fgdxj a dxj. 

Admitamos que / y J no tienen elementos en comun. [En otro caso, 
cada uno de los tres terminos de (63) es 0.] Usando (53), se obtiene 

d(co a A) = d(fg dx, a dx,) =( -1)* d(fg dx Ui 7] ). 

De (59), d(fg) - f dg + g df. Por esto (60) nos da 

d(a> a A) = (- l) a (fdg + g df) a dx u< 

= ( gdf+fdg ) a dx, a dx,. 

Como dg es una 1-forma y dx, es una Ar-forma se obtiene 
eg a dx, — (— l ) 1 dx, a dg, 
de (42). En consecuencia 

d(co a A) = (df A dx,) A (g dx,) + ( -1 ) k (fdx,) a (dg a dx,) 

= (did) a A+(— l)*a> a dX, 

lo cual demuestra (a). 

N6tese que la ley asociativa (58) se uso con libertad. 

Para demostrar la parte (b) considerese primero una 0-forma / 

g <€": 


d 2 f=d(t(Djf)(x)dx^ 

= Z d(Djf) a dx, 
j= ’ 

= z (Dijf)(x) dx i A dx,. 

i,J=l 
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Como D'jf = DyJ (por el Teorema 9.41) y dx, a dXj = -dXj a dx i9 
puede verse que d 2 f — 0. 

Si como en (64) co — f dx,, entonces du = ( df) a dx,. Y por 
(60), d(dx,) = 0. 

Por lo anterior (63) muestra que 

d 2 a> = ( d 2 f ) a dxx = 0. 

10.21 Cambio de variables Supongase que E es un conjunto abierto en 
R", T es un mapeo- de E en un conjunto abierto V c= R"\ y go es una 
A:-forma en V, cuya presentation estandar es 

(65) co=Y.biiy)dy,. 

I 

(Se usara y para puntos de V, y \ para puntos de E .) 

Sean 4, las componentes de T: Si 

y = (ji. ■•■,y m ) = T(x) 

entonces y ( = Como en (59), 

(66) dt t = X (A r ;)( x ) dx i (1 ^ ™). 

j= i 

Entonces cada dt, es una 1-forma en E. 

El mapeo T transforma go en una £-forma c o, en E, cuya definition es 

(67) co T = X bAT(xy)dt u a •••a dt ik . 

I 

En cada sumando de (67), I — / A j es un /r-indice creciente. 

El siguiente teorema muestra que la adicion, multiplication y diferen- 
ciacion de formas estan definidas de tal manera que conmutan con cambios 
de variables. 

10.22 Teorema Con E y T dadas como en la seccion 10.21, sean u y\ las 
k-y m-for mas en V, respectivamente. Entonces 

(a) (go + \) T = ic T + \ T si k — m; 

(^) (go A X)y — GOy A Xy, 

(c) d( go 7 ) = (c/oo) T si go es de clase y T es de clase %>". 

Demostracion De las definiciones se deduce inmediatamente la parte 
(a). La parte ( b) es casi obvia, una vez que se da uno cuentq que 


(68) 


(dy h a • • • a dy ir ) T = dt h a • • • a dt t> 
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sin importar si i r \ es creciente o no; (68) es valida porque se 

necesita el mismo numero de signos menos en cada miembro de (68) 
para producir los reordenamientos crecientes. 

Volviendo a la demostracion de (c), si / es una 0-forma de clase 
en K, entonces 

MX) =f(T(x)), df= £ (DJ)(y) dy,. 

i 

de la regia de la cadena se deduce que 

(69) d(J T ) = £ (£;/r)(x) dx } 

J 

= 11 (DJXT(x))(Djt t )(x)dxj 
J i 

= ^(D i f)(T(x))dt i 

i 


= (df)r- 


Si dy, = dy, , a • •• a dy, k , entonces {dy ,) 7 = dt it a • • • a dt lk , y el Teore- 
ma 10.20 muestra que 

(70) d((d yi ) T ) = 0. 

(Aqui es donde se usa la suposicidn T e < 5f".) 

Admitase ahora que to = f dy,. Entonces 

«r =/r(x) (dy r ) T 

y los calculos anteriores conducen a 

rf(a> T ) = d(f T ) a (rf^/)r = (df) T a (rfV/)r 
= ((40 A dy,) T = (</co) r . 


De (63) y (70) se ve que la primera igualdad se cumple, la segunda se 
cumple por (69), la tercera por la parte ( b ) y la ultima a partir de la 
definicion de du. 

El caso general de (c) se deduce del caso especial ya demostra- 
do, si se aplica ( 0 ). Esto completa la demostracion. 

Nuestro siguiente objetivo es el Teorema 10.25. Este se deducira direc- 
tamente a partir de otras dos propiedades importantes de transformation de 
formas diferenciales, que se estableceran primero. 



286 PRJNCIP30S OE ANAL ISIS MATEMAT1C0 


10.23 Teorema Supongamos que T es mapeo- de un conjunto abierto 
E <= R n en un conjunto abierto V cr R \ S es un mapeo- <&' de V en un 
conjunto abierto W <=. Rr, y u es una k-forma en W, de modo que a> s es una 
k-forma en V y lo mismo (co s ) r que co ST son k-formas en E, donde ST esta 
definida por ( ST )(\) = S{Tf x)). Entonces 

(71) (s&s)t = &ST • 


Demostraci6n Si co y X son formas en W , el Teorema 10.22 muestra 
que 

((co a T)$)t — A A s)t = (°^s)t a (A s)t 


y 


(CO A A)jj' — C&ST A ^ST • 

Asi pues, si se cumple (71) para w y X, se deduce que tambien se 
cumple para a X. Como cada forma se puede construir a partir de 
0-formas y 1-formas por adicion y multiplication, y como (71) es tri¬ 
vial para las 0-formas, es suficiente probar (71) en el caso co = dz, r q 
= 1(Representaremos los puntos de E , V, W, por x, y, z, res- 
pectivamente.) 

Sean t„, los componentes de T f s,,..., s p los componentes 

de S, y r,,..., r p los componentes de ST. Si co = dz< r sera 

0 ) s = ds q = X (/)ji,)(y) dy } , 

de modo que la regia de la cadena implica 
(c%)r = I (^^)(7’(x)) dtj 

= X (WW) X (^/ oX*) 

y i 

= X (A r «Xx) dx t = <//•, = w sr . 

< 

10.24 Teorema Supongamos que co es k-forma en un conjunto abier¬ 
to E c R\ es k-superficie en E, con dominio de parametros D a 
R k > y A es la k-superficie en R k , con dominio de pardmetros D definido por 
A(u) = u(u e D). Entonces 


f co=f co*. 

J<t> J A 

Demoslracibn Tenemos que considerar solamente el caso 


co = a(x) dx h a • • * a dx ik . 
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Si <t> .. <t>„ son los componentes de entonces 

a>* = <*(<&(«)) # fl a • • • a d<p ik . 

Se deducir4 el teorema, si podemos demostrar que 

d <}> fl a • • • a d(j> ik = /(u) du x a • • • a du k , 


donde 


/(u) = 


d(*,„ 

d(ui, 



pues (72) implica 


f co = f a(0(u)V(u) du 

= I a(<J>(u))J(u) du t a ••• a du k = | co#. 

d A J A 


Sea [a ] la matriz k por k con elementos 
<*(/>, ?) = (A, ^ ■„)(») (p,q=\, 

Entonces, 

# (j> = E “(/’> 

de modo que 

d<t> u a • • • a d<t> ik = E a(l,-<7i) • • • a(fc,?*) du qt a a </u gk . 

En esta ultima suma, ,..., <&, varian independientemente sobre 
1,..., £. La relacidn anticonmutativa (42) implica que 

du qi a ••• a du fh = s(q u ...,qi)du 1 a a <&*, 

donde 5 es como en la Definition 9.33; aplicando esta definicibn ve- 
mos que 


d<j) il a • • • a d<f) ik = det [4] du x a ••• a du k ; 
y como 7(u) = det [v4], queda demostrada (72). 

La conclusidn final de esta section combina los dos teoremas preoedentes. 
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10.25 Teorema Supdngase que T es un mapeo- de un conjunto abierto 
E c R n en un conjunto abierto V a R m , <£ es una k-superficie en E, y co es 
una k-forma en V . 

Entonces, 


j a) — I (o T . 

Demostracion Sea D el dominio de parametros de <£ (por esto tarn- 
bien de 7<i>) y A definida como en el Teorema 10.24. 

Entonces, 


f (U= f (Oj-q, = f (cotU = I CO T . 

La primera de estas desigualdades es el Teorema 10.24, aplicado a 7T> 
en lugar de 4>. La segunda se deduce del Teorema 10.23. La tercera es 
el Teorema 10.24, con o> r en lugar de a). 

CADENAS Y SIMPLEX 

10.26 Simplex afines Un mapeo f que lleva un espacio vectorial X en un 
espacio vectorial Y se dice que es afin si f — f(0) es lineal. En otras palabras, 
se requiere que 

(73) f(x) = f(0) + Ax 
para algun A e L(X, Y). 

Entonces un mapeo afin de R k en R " se determina si se conocen f(0) y 
f(e,) para 1 </</:; como de costumbre, (e,,..., ej es la base estandar 
de R k . 

Se define el simplex estandar como el conjunto Q k de todos los u e R k 
de la forma 

(74) u = X a i e i 

i = 1 

tales que a, > 0 para i — 1y La,- < 1. 

Supongase ahora que p () , p,,..., p A son puntos de R \ Se define el 
k-simplex afin orientado 

(75) o = [p 0 ,Pi.pj 

como la A:-superficie en R" con dominio de parametros Q k dado por el ma¬ 
peo afin 
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k 

(76) + • • 1 + a k e k ) = p 0 + £ a t (p , - p 0 ). 

1 = 1 

N6tese que a se caracteriza por 

(77) a{ 0) = p 0 , <r(e f ) = p f (para 1 < i < k\ 
y que 

(78) <r(u) = p 0 + An (ue Q k ) 

en donde A e L(R k , R") y = p, - p 0 para 1 < / < /:. 

Llamamos a a orientado para recalcar que se ha tenido en cuenta el or- 
den de los vertices p 0 ,..., p A . Si 

(79) d =[p io ,p h , 

donde (4,/,,..., 41 es una permutacidn del conjunto ordenado {0, 1,..., /:) 
adoptaremos la notacion 

(80) g = s(i 0 , i u 4K 

siendo 5 la funcidn definida en la Definicion 9.33. Asi que a = ± a, depen- 
diendo de si s ~ 1 o s = — 1. Hablando con rigor, habiendo adoptado (75), 
y (76) como definicion de a, no escribiriamos a ~ a si no fuera 4 = 0,...» 4 
= aun cuando 5(/ 0 ,..., 4) = 1; lo cual consideramos ahora es una rela- 
cion de equivalencia, no una iguaidad. Sin embargo, para nuestro objeto, se 
justifica la notacion, por el Teorema 10.27. 

Si a = so (utilizando el convenio anterior) y si e = 1, decimos que o y 
a tiene la misma orientation ; si e = — 1, se dice que ay a tienen orienta- 
ciones opuestas. Observese que no hemos definido lo que entendemos por 
«orientacion de un simplex)). Lo que hemos definido es una relacion entre 
pares de simplex que tienen el mismo conjunto de vertices, siendo esta rela¬ 
cion la de «tener la misma orientacion)). 

Sin embargo, existe una situacidn en la cual la orientacion de un 
simplex se puede definir de manera natural. Esta ocurre cuando n = 
= k y los vectores p — p, (1 < / < k) son independientes. En ese caso, la 
transformacion lineal A que aparece en (78) es invertible, y su determinante 
(que es el mismo que el Jacobiano de or) no es 0. Se dice entonces que a esta 
orientado positivamente (o negativamente) si det A es positivo (o negativo). 
En particular, el simplex [0,e,,..., e A ] en R k , dado por el mapeo identidad, 
tiene orientacion positiva. 

Hasta ahora hemos supuesto k > 1. Un 0 -simplex orientado se define 
como un punto al que se le atribuye un signo. Escribimos a = +p 0 o a = 
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= — p 0 . Si a = ep 0 (e = ± 1), y / es una 0-forma (esto es, una funcidn 
real), definiremos 

f /= «/Oo). 

J <r 

10.27 Teorema Si o es un k-simplex rectilineo orientado en un conjunto 
abierto E c R n y si W = ea, 

(81) J co = e j a) 

47 5 "tit 

para toda k-forma w efl £. 

Demostracion Para k = 0, de la anterior definition, se deduce (81). 
Asi, admitiremos que k > 1 y que a esta dada por (75). 

Supongamos que 1 < j < y que se obtiene a de a permutan- 
do ft y pj. Entonces, 6 = -1, y 

^(u) = Pj + Bu (u e Q k ), 

donde B es el mapeo lineal de R k en R n definido por B e, = p 0 - p Jf 
Be, = p - p y , si i ^ j . Si escribimos ^le, = x, (1 < / < k ), donde A 
esta dado por (78), los vectores columna de B (esto es, los vectores 
Be,) son 


- Xj, X,.! — Xj , -x j9 x j + i - X y , X* - x ; . 

Si restamos la columna y'-esima de cada una de las otras, ninguno de 
los determinantes (35) queda afectado, y obtendremos columnas x,,..., 
, — x y , x y + x^, que defieren de las de A solamente en el signo 
de la columna y-esima. Por tanto, en este caso se cumple (81). 

Supongamos, ahora, que 0 < / < j < k y que a se obtiene de a 
permutando ft y p y . Entonces, a(u) = p 0 + Cu, donde C tiene las 
mismas columnas que A , excepto que se han permutado la y-esima y 
la /-esima; esto implica de nuevo, que se cumple (81), pues e = — 1. 

El caso general se deduce teniendo en cuenta que toda permuta- 
cion de (0, 1 ,..., k] es una combinacion de los casos particulares que 
hemos considerado. 

10.28 Definicion Una k-cadena afin T en un conjunto abierto E a R n es 
una coleccibn de un numero finito de A:-simplices afines orientados o,,..., o r 
en E no necesariamente distintos; en Y puede ocurrir un simplex con alguna 
multiplicidad. 

Si T tiene el significado anterior, y si to es una £-forma en E, definimos 
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(82) f to = S [ 

J T i— 1 ^ a t 

Podemos considerar una £-superficie 4> en E como una funci6n cuyo 
dominio de definici6n es la coleccibn de todas las k- formas en £, que asig- 
na el numero a w. Las funciones de variables reales pueden sumarse (ver 
la Definicibn 4.3), por lo que (82) sugiere la notacibn 

(83) r ««! + •••+ <r r 
o, en forma reducida, 

(84) r = £ a, 

i= 1 

para establecer el hecho de que (82) se cumple para cada /r-forma u en E 
Para evitar confusiones, las no taciones que se introdujeron en (83) y 
(80) tienen que manejarse con cuidado. El hecho es que cada A:-simplex afin 
orientado a en R n es una funcion de dos maneras con diferentes dominios y 
rangos, y que por tanto, son posibtes dos operaciones de adicibn completa- 
mente diferentes. Se defrnio a originalmente como una funcibn valuada en 
R n con dominio Q k \ debido a esto o, 4- a 2 podria interpretarse como la fun- 
cion a que asigna el vector a,(u) 4- 02 ( 11 ) a cada u e Q k ; nbtese que entonces, 
otra vez a es un /c-simplex afin orientado en R n l Esto no es lo que debe 
entenderse por (83). 

Por ejemplo, si como en (80) o 2 = -o, (es decir, si a x y o 2 tienen el 
mismo conjunto de vertices pero estan orientados opuestamente) y si T = a, 
4- a 2 , entonces j r a? = 0 para todo y puede expresarse esto escribiendo 
T = 0 o o, 4- o 2 = 0. Esto no quiere decir que o,(u) 4- o 2 (u) es el vector 
nulo de R n . 

10.29 Fronteras Para k > 1, la frontera del ^-simplex afin orientado 

a ~ [po> Pi> ♦ • • > P*1 

se define como la (k - l)-cadena afin 

k 

(85) d<r = Z(-iy[po, Pj+i, - 

j =0 

Por ejemplo, si a = [p,,p,,] , entonces 

8° = (p„ P 2 ] - [p 0 , P 2 ] + [Po , Pll = tPo . Pi] + tPl> Pi] + [P 2 . Pol, 
que coincide con la nocion usual de la frontera orientada de un triangulo. 
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Observese que, para 1 < j < k, el simplex ct, = [ft,.... p ; _,, p y + l , 
p k ] que aparece en (85) tiene como dominio de parametros a Q k ~' y esta de- 
finido como 

(86) er/u) = p 0 + Ba (u e Q K ~ 1 ), 

en donde B es el mapeo lineal de /?*-' a R" determinado por 

Be j = Pi - p 0 (si 1 :£ i <j - 1), 

Bet = p i+ i - Po (si j <i <k — 1). 


El simplex 


<*0 ~ (Pl> P2> • • • > P*]> 

que tambien aparece en (85), esta dado por el mapeo 

0o( u ) = Pi + Bu, 

en donde Be, = p i + ) - p, para 1 < / < k - 1. 

10.30 Cadenas y simplex diferenciables Sea T un mapeo- < €" de un con- 
junto abierto E c R n en un conjunto abierto V <= R m ; no necesita ser T 
uno-a-uno. Si a es un ^-simplex afin orientado en E, entonces el mapeo 
compuesto $ = Too (que algunas veces se escribira en la forma simple To) 
es una At-superficie en V, con dominio de parametros Q k . A * se le llama 
k-simplex orientado de close c 6". 

Una coleccion finita t de At-simplex orientados <f> r de clase <€* 

en V se llama una k-cadena de clase en V. Si « es una A:-forma en Fse 
define 

(87) f © = t f ® 

(=1 JQj 

y se usa la notation 'f = 

Si T = Ect, es una cadena afin y <f>, = T ° a„ se define tambien ^ = T ° 

T, o 

(88) nOi)-!^,. 

La frontera d<f> del A:-simplex orientado $ = T o o, se define como la 
(k — l)-cadena 


( 89 ) 


5<D = T(da). 
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Para justificar (89), obs£rvese que si T es afin, entonces 4> = T o a es 
un A:-simplex afin orientado en el cual el caso (89) no compete a la defini- 
ci6n, pero se ve que es consecuencia de (85). De este modo (89) generaliza es- 
te caso especial. 

Si lo de es verdadero, es inmediato que d$ es de clase 

Se define finalmente, la frontera dV de la k- cadena ¥ = £<£, como la 
( k — l)-cadena 

(90) 

10.31 Fronteras orientadas positivamente Hasta ahora se ban asociado 
fronteras con cadenas, no con subconjuntos de R n . Esta nocidn de frontera 
es exactamente la mks adecuada para establecer y demostrar el teorema de 
Stokes. No obstante, es m&s conveniente y se acojstumbra tambien en aplica- 
ciones, especialmente en R 2 o R\ hablar de “fronteras orientadas” de deter- 
minados conjuntos. Ahora se describir& brevemente esto. 

Sea Q n el simplex estandar en R n , y <j 0 el mapeo identidad con dominio 
Q n . Como se vio en la section 10.26, a 0 puede considerarse como un 
n- simplex positivamente orientado en R n . Su frontera da 0 es una ( n — 
— l)-cadena afin. Esta cadena se denomina frontera positivamente orienta- 
da del conjunto Q n . 

Por ejemplo, la frontera orientada positivamente de Q 3 es 


L®i> 9 ^3] [0, &2 9 ^3] “f* [0, ©i, ©3] [0, ©j^, ©2]* 


Sea ahora T un mapeo 1-1 de Q n en R n , de clase cuyo Jacobiano 
es (al menos en el interior de Q") positivo. Sea E = T(Q n ). Por el teorema 
de la funcion inversa, E es la cerradura de un subconjunto abierto de R n . 
Se define la frontera orientada positivamente del conjunto E como la (n - 
- l)-cadena 


dT=T(d<r 0 ), 


y esta ( n — l)-cadena puede representarse con dE. 

Surge aqui una pregunta obvia: Si E = TfQ n ) = T 2 (Q”) y si T { y T 2 
tienen Jacobianos positives, ^es cierto que dT x = dT 2 l ; es decir, ^es valida 
la desigualdad 



para cada (n — l)-forma co? La respuesta es si, pero se omitira la demostra- 
ci6n. (Como ejemplo, comparese el final de esta seccidn, con el Ejercicio 17). 
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Amplianrfo k> anterior, sea 

Q = E, u * * * u E r r 

dondeE, = 7J((> r )* cada T t tiene las propiedades que tuvo T, y los interiores 
de ios conjuntos E ( son ajenos por parejas. Entonces la (n - l)-cadena 


dT t + — + dT r = dQ 


se denomina frontera orientada positivamente de Q. 

Por ejemplo, el cuadrado unitario I 2 en R 2 es la union de a,(Q 2 ) y 
MQ 2 )* donde 


<Tj(u) = u, <x 2 (u) = e 1 +e 2 -u, 
Ambos, a, y a 2 tienen Jacobiano 1 > 0. Debido a que 

<Ti = [0, e 1? e 2 ], <t 2 = [e x +e 2 ,e 2 , e 2 ] 


se tiene 


do x = [e 1 ,e 2 ] - [0, e 2 ] + [0, ej, 

do 2 = [e 2 , e t ] - [e 2 + e 2 , ej + [e 2 + e 2 , e 2 ]; 


La suma de estas dos fronteras es 


dl 2 = [0, ej + [e 1? e 2 + e 2 ] + [e { + e 2 , e 2 ] + [e 2 ,0], 


es decir, la frontera orientada positivamente de / 2 . Notese que [e,,e 2 ] cance- 
16 a [e 2 ,e,]. 

Si O es una 2-superficie en R m , con dominio de par&metros T 2 , enton¬ 
ces O (considerada como una funcibn sobre 2-formas) es la misma que la 
2-cadena 


$ o (Jj + O o a 2 


Entonces 


50 = 3(0 © + 3(0 o a 2 ) 

= O (da,) + 0(3<7 2 ) = 0(3/ 2 ). 

En otras palabras, si el dominio de parametros de O es el cuadrado / 2 , 
no se necesita hacer referencia al simplex Q l y pero puede obtenerse 30 direc- 
tamente de 3/ : . 

Se pueden encontrar otros ejemplos en los ejercicios 17 a 19. 



INTEGRACION DE FORMAS D1FERENC1ALES 295 


10.32 Ejemplo Si se define para 0 < w < 7r, 0 < v < 27t 
I( w, v) = (senw cos v, sen u sen v, cos u). 

Entonces E es una 2-superficie en R\ cuyo dominio de parametros es un rec- 
tangulo D a R 2 , y cuyo rango es la esfera unitaria en R\ Su frontera es 

= 2(5D) = ft + + 7 3 + V4 


en donde 


y^u) = Z(w, 0) = (senw, 0, cos w), 
y 2 (v) = I(7T, v) = (0, 0,-1), 
y 3 (w) = I(7r — w, 27i) = (senw, 0, —cos w), 
y 4 (v) = £(0, 2 tt-v) = (0, 0, 1), 


con [ 0 , 7 r] y [0, 2ir\ como intervalos de parametros para u y v, respectivamente. 

Como y 2 y 7 4 son constantes, sus derivadas son 0, por esto la integral 
de cualquier 1-forma sobre y 2 o 7 4 es 0. [Vease Ejemplo 1.12(a).] 

Como 7 3 (w) = 7 i(tt - u ), la aplicacion directa de (35) muestra que 



para cada 1-forma w. Entonces j^v co = 0, y se concluye que dE = 0. 

(En terminologia geografica, dE parte del polo norte TV, corre hacia el 
polo sur S a lo largo de un meridiano, se detiene en S, regresa a TV por 
el mismo meridiano y finalmente se detiene en TV. Los dos viajes por el meri¬ 
diano son en direcciones opuestas. Por tanto, las dos integrates de linea 
correspondientes se cancelan una con otra. En el Ejercicio 32, hay tambien 
una curva que aparece dos veces en la frontera, pero sin cancelacibn.) 


TEOREMA DE STOKES 

10.33 Teorema Si ♦ es una k-cadena de clase c € n en un conjunto abierto 
V c R m y si co es una (k - 1) forma de clase en V y entonces 

(91) f dco = f co. 

J Q Vp 

El caso k = m = 1 es nada menos que el teorema fundamental del 
calculo (con una suposicion adicional de diferenciabilidad). El caso k = m 
= 2 es el teorema de Green, y k — m = 3 da el llamado “teorema de la 
divergencia” de Gauss. El caso k = 2, m = 3 es el que originalmente des- 
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cubri6 Stokes. (En el libro de Spivak se resenan algunos antecedentes histori- 
cos.) Estos casos especiales se estudiar&n al final de este capitulo. 

Demostracion Es suficiente con demostrar que 

(92) f dco= [ co 

para cada A:-simplex $ orientado de clase c € n en V. 

Pero si (92) se demuestra, y si ^ = L3>,, entonces (87) y (89) 
implican (91). 

Fijese tal $ y hagase 

(93) o = [0, e l5 ..., e*]. 

Por lo anterior, o es el Ac-simplex afin orientado con dominio de para- 
metro Q k definido por el mapeo identidad. Como <I> esta tambten de- 
finido sobre Q k (vease Definicion 10.30) y $ e <&", hay un conjunto 
abierto E c= R k que contiene a Q k 9 y un mapeo- <tf "T de E en V tal 
que $ = T o a, Por los Teoremas 10.25 y 10.22(c), el miembro iz- 
quierdo de (92) es igual a 

| doo — I (doo) T = I d(co T ). 

Otra aplicacion del Teorema 10.25 muestra, por (89), que el miembro 
derecho de (92) es 

CO — I OJ = I co T . 

J d(To ) J T(d<r) ha 

Como o) T es una (k — l)-forma en £, se ve que para demostrar 
(92) es suficiente con mostrar que 

(94) f dX = f A 

J a ha 

para el simplex especial (93) y para cada (k — l)-forma X de clase <€' 

en E. 

Si k = 1, la definicion de un 0-simplex orientado muestra que 
(94) tan s61o asegura que 

(95) f 1 f \u) du =/(l) —/(0) 

J o 

para cada funcion / continuamente diferenciable sobre [0, 1], lo cual 
es verdadero por el teorema fundamental del calculo. 
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De ahora en adelante se supondra que k > 1, con un entero r (1 
< r < k) fijo, y se elige / e &"( E ). Entonces basta con probar (94) 
para el caso 

(96) X = /(x) dx x a • • * a dx r - x a dx r+1 a * • • a dx k 

debido a que cada (k — l)-forma es una suma de estos especiales, pa¬ 
ra r = 1,..., k. 

Por (85), la frontera del simplex (93) es 

da = [e l5 + £(-1)% 

i = 1 

en donde 

T i = [0, Cj, • • • > 1» ©j +1» • • • ? 

para / = 1,..., k. Haciendo 

T 0 = [ e r? e l> • • • J e r-l> e r+l» • • • » e /cL 

Notese que r 0 se obtuvo a partir de ,..., e A ] por medio de r — 1 in- 
tercambios sucesivos de e r y sus vecinos izquierdos. Por esto, 

(97) a<T = (-ir 1 T 0 + t(-l)'T,. 

i = 1 

Cada Tj tiene a como dominio de parametros. 

Si x = r 0 (u) y u e Q*- 1 , entonces 

K (l<7<r), 

(98) Xj = 1 -(«!+••• + M*-i) O' = 0, 

U-i (r <j<k). 

Si 1 < / < k, u e Q k ~~', y x = r,(u), entonces 

luj (1 <;</), 

(99) xj= 0 0=/), 

Uz-i ( i<j<k ). 

Para 0 < i < k, sea / el Jacobiano del mapeo 

(wj, • • •, Wjt-l) * 01, • • • > — 1 j +1 > * * * > ^k) 


( 100 ) 
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inducido por t,. Cuando / = 0 e / = r, (98) y (99) muestran que (100) 
es el mapeo identidad. Entonces J 0 = 1, J r = 1. Para otra /, el hecho 
de que a; = 0 en (99) muestra que J t tiene un renglon de ceros, en 
consecuencia = 0. Con lo anterior, 

(101) f A = 0 (iV0,iVr), 

•'ti 

por (35) y (96). Por ende, (97) da 

(102) f A = (-lr 1 f A + (— l) r f A 

J a<T J t 0 J t r 

= (-l r 1 / [/(T 0 (u))-/(T r (u))]rfu. 


Por otra parte, 

= (D r f)(x)dx r A A • • • A A <£* r + 1 A * * * A dx k 

= (- l) ,_1 (A/)(x) dx 1 A • • • A 


asi que 


(103) frfA = (-ir 1 f (DJ)(x)dx. 

J <T J Q k 

Se evalua (103) integrando primero con respecto a „v,, sobre el intervalo 

[0, 1 — (x x ■+■ • • • + x r ^ t 4- x r+1 + * • • + x fc )], 

poniendo (*,,..., * r _ M x k ) = (w,,..., w*_,), y viendo con 

ayqda de (98) que la integral sobre Q k en (103) es igual a la integral 
sobre Q k ~ { en (102). Entonces se cumple (94), y se completa la de- 
mostracidn. 

FORMAS CERRADAS Y FORMAS EXACTAS 

10.34 DefinRion Sea w una k- forma en un conjunto abierto E <= R\ Si 
hay una (k — l)-forma X en £ tal que = d\ , entonces se dice que w es 
exacta en E. 

Si qj es de clase <g' y do) = 0, se dice entonces que a; es cerrada. 

El Teorema 10.20(6) muestra que cada forma exacta de clase < €* es 
cerrada. 

En determinados conjuntos E , por ejemplo en los convexos, el inverso 
es verdadero; es decir los contenidos del Teorema 10.39 (comunmente cono- 
cido como lema de Poincart) y del Teorema 10.40. Los Ejemplos 10.36 y 
10.37 exhibiran sin embargo, formas cerradas que no son exactas. 
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10.35 Observaciones 

(a) Puede verificarse si una A:-forma dada co es o no cerrada, simple- 
mente diferenciando los coeficientes en la representation estandar de 
a?. Por ejemplo, la 1-forma 


(104) <*>='ZMx)dxi, 

i= 1 

en donde f e para algun conjunto abierto E c R ", es cerra¬ 

da si y solo si las ecuaciones 

(105) (Djfdix) = (DJj)(x) 

se satisfacen para todo /, j en {1, n] y para todo x e E. 

N6tese que (105) es una condicibn “puntual”; no involucra pro- 
piedades globales que dependen de la forma de E. 

Por otro lado, para mostrar que a? es exacta en E> se tiene que 
probar la existencia de una forma X, definida en E , y que sea tal 
que dk = co. Esto equivale a resolver un sistema de ecuaciones dife- 
renciales parciales, no solo localmente, sino en todo E. Por ejemplo, 
para mostrar que (104) es exacta en un conjunto E , se tiene que en- 
contrar una funcion (o 0-forma) g e <£'(E ) tal que 

(106) (Djg)(x) =/ f (x) (xe£, l</< n). 

Por supuesto que (105) es una condicibn necesaria para que pueda re¬ 
sol verse (106). 

(b ) Sea o) una /r-forma exacta en E. Entonces hay una (k - 
— l)-forma X en E con dk = co, y el teorema de Stokes asegura que 
para cada /c-cadena ^ de clase <€" en E , 

(107) f co = ( dk=\ X 

Si y son ta ^ es cadenas, y tienen las mismas fronteras, se 
deduce que 



En particular, la integral de una krforma exacta en E es 0 sobre 
cada k-cadena en E cuya frontera es 0. 

N6tese, como un caso especial de esto, que esas integrates de las 
1-formas exactas en E son 0 sobre curvas cerradas (diferenciables) en E. 
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(c) Sea u) una k-forma cerrada en E. Entonces du = 0, y el teorema 
de Stokes asegura que 


(108) f co = { dco = 0 

Jy, 

para cada (k 4- l)-cadena ^ de clase € €" en E . 

En otras palabras, las integrales de las k-formas cerradas en E 
son 0 sobre k-cadenas que sean fronteras de (k + 1 )-cadenas en E. 
(d) Sea 'k una (k + l)-cadena en E y X una (k - l)-forma en 
E , ambas de clase < € , \ Debido a que d 2 \ = 0, dos aplicaciones del 
teorema de Stokes muestran que 


(109) 



Se concluye que d= 0. En otras palabras, que la frontera de 
una frontera es 0 . 

Para una demostracion mas directa de esto, vease el Ejercicio 16. 


10.36 Ejemplo Sea E = R 2 — {0}, el piano sin origen. La 1-forma 


( 110 ) 


n = 


x dy — y dx 
x 2 +y 2 ~ 


es cerrada en R 2 — (0). Esto se verifica facilmente por diferenciacion. Se fija 
r > 0 , y se define 

( 111 ) y(t) = (r cos t, r sen t ) (0 < t < 2n). 

Entonces y es una curva (un “1-simplex orientado ,, ) en R 2 - {0}. Como 
7 ( 0 ) = 7(27r), se tiene 

( 112 ) dy = 0. 


Un calculo directo muestra que 

(113) f r] == 2tt ^ 0. 

J Y 

En las Observaciones 10.35(6) y (c) pueden inferirse de (113) dos 
conclusiones: 

Primera, 77 no es exacta en R 2 - (0), porque de otra forma (112) 
forzaria a la integral (113) a ser 0 . 

Segunda, 7 no es la frontera de cualquier 2-cadena en R 2 - |0) (de 
clase #")> porque de otra forma, el hecho de que rj es cerrada forzaria a la 
integral (113) a ser 0 . 
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10.37 Ejemplo Sea E = — (0), un 3-espacio sin el origen. Se define 

/t t ^ y _x dy a dz + y dz a dx + z dx a dy 

(U4) C= (x 2 + y 2 + z 2 ) 3 * 2 

en donde se ha escrito ( x,y 9 z ) en lugar de (x ]9 x l9 x y ). La diferenciacion 
muestra que df = 0, asi que f es una 2-forma cerrada en jR 3 — {0). 

Sea E la 2-cadena en - (Oj que se construyo en el Ejemplo 10.32; 
recuerdese que E es una parametrizaci6n de la esfera unitaria en R*. Si se 
usa el rectangulo D del Ejemplo 10.32 como dominio de parametros, 
se puede calcular facilmente 

(115) f C= f sen u du dv = 4n ^ 0. 

Como en el ejemplo anterior, puede concluirse ahora, que f no es 
exacta en R- — (0| (debido a que como se mostro en el Ejemplo 10.32, dE 
= 0) y que la esfera E no es la frontera de cualquier 3-cadena en R* - {0j 
(de clase <€"), aunque dL = 0. 

El siguiente resultado se usara en la demostracibn del Teorema 10.39. 


10.38 Teorema Supongase que E es un conjunto abierto convexo en R\ f 
e <&'{E) p es un entero , 1 < p < n, y 

(116) (Djf)(x) = 0 (p <j < n, x e E). 

Entonces existe un F e E ) tal que 

(117) (D p F)(x) =/(x), (DjF)(x) = 0 (p<j<n,xeE). 
Demostracion Escribase x = (x', x n , x"), donde 

x' = (x u . . ., x p - x \ x" = (x p+u ..., x n ). 

(Cuando p = 1, x' no aparece; cuando p = n, x" no aparece.) Sea V 
el conjunto de todas las (x',^,) € R '' tales que (x\x p ,x") e E para al- 
gun x". Siendo una proyeccion de E, V es un conjunto abierto con¬ 
vexo en Rf } . Como E es convexo y (116) se cumple, /(x) no depende 
de x ". For lo anterior, hay una funcion <p, con dominio V , tal que 

/(x) = <p(x\ x p ) 


para todo x e E. 

Si p — 1, V, es un segmento en R ] (posiblemente no acotado). 
Se elige c e V y se define 
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F(x)=f (p(t)dt (x e E). 

J c 

Si p > 1, sea U el conjunto de todos los x' e Rp~ x tales que 
(x',*,,) e V para algun x p . Entonces U es un conjunto abierto con- 
vexo en Rp~ x , y hay una funcibn a e tal que (x' a(x')) e V 

para cada x' e U; en otras palabras, la grafica de a esta en V (Ejerci- 
cio 29). Definase ahora 

r Xp 

F(x) — (p(x f ; t) dt (x e E). 

J a(x') 

En cada caso, Fsatisface (117). 

( Nota : Recuerdese la convencibn usual, que jj; significa ~\ a h si b 
< a.) 

10.39 Teorema Si E cz R" es un conjunto abierto convexo , 5/ k > 1, >> s7 
oj es una k-forma de clase en E, y do) = 0, entonces hay una (k — 
- \)-forma X en E tal que o) = d\. 

En breve, las formas cerradas son exactas en conjuntos convexos. 

Demostracion Para p == 1,..., n, sea Y p el conjunto que representa 
a todas las /r-formas w, de clase <€’ en F, cuya presentacion estandar 

(118) (x}=Y,fAX)dxj 

I 

no involucra a dx p +dx n . En otras palabras, / c: {1,...,/?}, si 
/,(x) ^ 0 para algun x e F. 

Se procedera por induccion sobre p. 

Supongase primero que w e Y { . Entonces o) = /(x) dx ] . Como 
do) = 0, (Djf)(x) = 0 para 1 < j < n, x e F. Por el Teorema 10.38 
existe un F e #'(£) tal que £>,F - f y DjF = 0 para 1 < j < n, 
Entonces, 


dF = (Z^FXx) = /(x) rfxj = co. 

Se toma ahora p > 1 y se hacen las siguientes hipbtesis de in¬ 
duction: Cada k-forma cerrada que pertenece a Y p _ { es exacta en E. 
Elijase o) e Y p de manera que do) = 0. Por (118) se tiene 

Z Z (Djfi)(x) dx i A dxj = d(Q = 0. 

/ j = i 


( 119 ) 
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Considere un j fijo, con p < j < n. Cada / que aparece en (118) esta 
en (1,..., p\ t Si /,, / 2 son dos de estos Ar-indices, y si /, =£ / 2 , entonces 
los (k + l)-indices (/, J), ( I 2 J ) son distintos. Entonces no hay cance¬ 
lation, y de (119) se concluye que cada coeficiente en (118) satisface 

(120) (Z) ; / r )(x) = 0 (x e E,p <j <n). 

Se reunen ahora los terminos que en (118) contienen dx p y se 
vuelve a escribir a> en la forma 

(121) co = a + X/,(x)dx /o a dx p , 

Io 

donde a e Y p _ x , cada I 0 es un (k - l)-indice creciente en {1,..., p — 
- 1), e / = (/ 0 ,p). Por (120), el Teorema 10.38 proporciona fun- 
ciones F, e <£'(E ) tales que 

(122) F> p Fj =//, DjF, = 0 ( p<j<n ). 


Poniendo 


(123) p = ^F I (x)dx ro 

Io 

y definiendo y — u — ( —l)* _l dfi. Ya que es una ( k - l)-forma, 
se deduce que 

y = co - £ X (DjF,Xx) dx Io a dXj 
/o y-1 

= a - Z Z (DjFi)(x) dxj o A dxj, 

Io j= 1 

que evidentemente esta en Como dec = 0 y = 0, se tie- 

ne que dy = 0. La hipotesis de induccidn muestra por tanto, que y = 
= d\i para alguna ( k - l)-forma fi en E. Si X — \k + (— I)* -1 /?, se 
concluye que c c — dk. 

La demostracidn se completa por induccion. 

10.40 Teorema Con k, 1 < k < n fijo. Sea E a R n un conjunto abierto 
en el que cada k-forma cerrada es exacta. Sea T FI un mapeo - de un 

conjunto E sobre un conjunto abierto U a R n cuyo inverso S es tambien de 
clase 

Entonces cada k-forma cerrada en U es exacta en U. 

Notese que cada conjunto E abierto convexo satisface la hipotesis pre¬ 
sente, debido al Teorema 10.39. La relacion entre E y U puede expresarse di- 
ciendo que son <tf "-equivalentes. 
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Entonces cada forma cerrada es exacta en cualquier conjunto que sea <€'" 
-equivalente a un conjunto convexo abierto. 

Demostracion Sea co una fc-forma en U , con do) = 0. Por el Teore- 
ma 10.22(c), o) T es una £-forma en E para la cual d(o) T ) = 0. En con- 
secuencia, c o T = dk para alguna (k — l)-forma X en E . Por el Teorema 
10.23 y otra aplicaciOn del Teorema 10.22(c), 


co — (co T ) s — ( dX) s — d(X s ). 


Debido a que \ s es una (k — l)-forma en U , o) es exacta en U. 

10.41 Observation En aplicaciones, las celdas (vease Definition 2.17) son 
dominios de parametros mas convenientes que los simplex. Si todo el de- 
sarrollo se hubiese basado en celdas en lugar de hacerlo en simplex, hubiese 
sido incluso mas simple el calculo que aparece en la demostraciOn del teore¬ 
ma de Stokes. (De esta forma se hace en el libro de Spivak). La razbn de haber 
preferido simplex es que la definition de la frontera de un simplex orientado 
parece ser mas facil y mas natural que la correspondents para una celda. 
(Vease el Ejercicio 19.) Tambien la partition de conjuntos en simplex (deno- 
minada “triangulaciOn”) desempena un papel importante en topologia, y 
existen conexiones poderosas entre algunos aspectos de la topologia, por un 
lado, y las formas diferenciales por el otro. Estas se sugirieron en la secciOn 
10.35. Una buena introduction a este tema se encuentra en el libro de Singer 
y Thorpe. 

Debido a que cada celda puede triangularse, se puede considerar como 
una cadena. Esto se hizo en el Ejemplo 10.32 para el caso de dimension 2; 
para el de dimension 3, vease el Ejercicio 18. 

El lema de Poincare (Teorema 10.39) se puede probar de diversas for¬ 
mas. Por ejemplo, vease la pagina 94 del libro de Spivak, o la 280 del de 
Fleming. En los Ejercicios 24 y 27 se indican dos demostraciones de algunos 
casos especiales. 

anAlisis vectorial 

Se concluira este capitulo con algunas aplicaciones de los temas anteriores a 
los teoremas referentes al analisis vectorial en R } . Estos son casos especiales 
de teoremas sobre formas diferenciales, pero se establecen comunmente con 
diferente terminologia. Nos enfrentamos a la tarea de traducir de un len- 
guaje a otro. 

10.42 Campos vectoriales Sea F = F,e, + /se, + un mapeo conti- 
nuo de un conjunto abierto E <= R y en R\ A F se le llama algunas veces 
campo vectorial, especialmente en Fisica, porque a cada punto de E , F aso- 
cia un vector. Con cada F tal, se asocia una 1-forma 
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(124) A f = F 1 dx 4- F 2 dy 4- ,F 3 dz 
y una 2-forma 

(125) co F = F t dy a dz + F 2 dz a dx 4- F 3 dx a rfy. 

Se usara aqui, y en el resto del capitulo, la acostumbrada notacibn (x,y,z) en 
vez de (jc,,j^,j^). 

Inversamente, es claro que cada 1-forma X en E es \ para algun cam- 
po vectorial F en E, y que cada 2-forma 0 ; es a> F para algun F. En R\ el estu- 
dio de 1-formas y 2-formas es entonces coextensivo con el estudio de campos 
vectoriales. 

Si u e <€’ (E) es una funcion real, entonces su gradiente 

Vw = (/>!«)©! 4 (3 2 u)e 2 + (D 2 w)e 3 

es un ejemplo de un campo vectorial en E. 

Supongase ahora que F es un campo vectorial en E y de clase . Su 
rotacional V x F es el campo vectorial definido en E por 

V x F = ( D 2 F 3 - D 3 F 2 )e l + (D 3 F X - D t F 3 )e 2 + (D.F, - D 2 F,)e 3 

y su divergencia es la funcion real V • F definida en E por 

V * F = D X F X 4* D 2 F 2 4- D 3 F 3 . 

Estas cantidades tienen varias interpretaciones flsicas. Para mayores 
detalles vease el libro de O. D. Kellogg. 

A continuacion se tienen algunas relaciones entre el gradiente, el rota¬ 
cional y la divergencia. 


10.43 Teorema Supongase que E es un conjunto abierto en R\ u e 
"(E) y G es un campo vectorial en E, de dime C 

(a) Si F = Vu, entonces V x F = 0. 

(b) Si F = V x G, entonces V • F = 0. 

Adernds, si E es "-equivalente a un conjunto convexo , entonces (a) y 
(b) tienen sus inverses, en los cuales se supone que F es un campo vectorial 
en E, de clase c € , \ 

(a') Si V x F = 0, entonces F = Vu para algun u e <$"(£). 

(b ') Si V F = 0, entonces F = V x G para algun campo vectorial 

G en E, de clase c € , \ 
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Demostraci6n Si se comparan las definiciones de Vu, V x F, y 
V • F con las formas diferenciales \ y Uy dadas por (124) y (125), se 
obtienen las siguientes cuatro proposiciones: 


> 

II 

si y solo si 

= du. 

V x F = 0 

si y solo si 

& 

II 

o 

F = V x G 

si y solo si 

cop — dk G 

O 

II 

> 

si y solo si 

do p = 0. 


Si ahora F = Vw, entonces \ = du , por eso dk h = d 2 u = 0 
(Teorema 10.20), lo que significa que V x F = 0. Y por lo anterior 
(a) queda demostrado. 

Por lo que a ( a') se refiere, la hipdtesis se amplia diciendo que 
dk v = 0 en E. Por el Teorema 10.40, \ F = du para alguna 0-forma w. 
Por consiguiente, F = Vu. 

Las demostraciones de ( b ) y ( b ') siguen los mismos pasos. 

10.44 Elementos de volumen La £-forma 

dx x a • • • a dx k 

se denomina el elemento de volumen en R k . Se representa normalmente por 
dV (o por dV k en el caso en que se necesite indicar explicitamente la dimen¬ 
sion), y se usa la notacidn 

(126) f /(x) dx t a • • • A dx k = (* /dV 

cuando 4> es una /r-superficie orientada positivamente en R k y/es una fun- 
cion continua sobre el rango de 4>. 

La razon de usar esta terminologia es muy sencilla: Si D es un dominio 
de parametros en R k y y si 4> es un mapeo- W 1-1 de D en R k , con Jacobiano 
positivo, entonces el miembro izquierdo de (126) es, por (35) y el Teorema 
10.9, 

f f(®(u))Mu)du= f /(x) dx, 

Jb (D) 

En particular, cuando / = 1, (126) define el volumen de <i>. Ya se vio 
un caso especial de esto en (36). 

La notacion comun para dV 2 es dA. 

10.45 Teorema de Green Supdngase que E es un conjunto abierto en R 2 , 
a g #'( E ), 0 e <#'(£) y Q es un subconjunto cerrado de E, con frontera 
dQ orientada positivamente , como se describio en la seccion 10.31. Entonces , 
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(12 7 ) 

I)e most ration Poniendo \ = a dx + (3 dy. Entonces 

dX = ( D 2 cc) dy a dx + (D x fi) dx a rfy 
= (D x p - D 2 oc) 


y (127) es lo mismo que 



que por el Teorema 10.33 es verdadera. 


Con a(x,y) = —y y = x y (127) se vuelve 

(128) if (xdy -y dx) = A(Q), 

que es el area de 

Con a = 0, 0 = x, se obtiene una formula similar. El Ejemplo 
10.12(6) contiene un caso especial de esto. 


10.46 Elementos de area en R\ Sea <£ una 2-superficie en R\ de clase <€'* 
con dominio de parametros D c: R 2 . Asociese a cada punto ( u,v ) e D el 
vector 


(129) 


xu x d (y> 2 ) , 8 ( z ’ x ) , 8( x >y) 

N ( M >0 = ^—re, +t—— e 2 + ^ 7 —^e 3 . 


d(u, v) d(u , v) d(u , v) 

Los Jacobianos en (129) corresponden a la ecuacion 
(130) (x 9 y, z) = 0>(w, v). 


Si / es una funcibn continua sobre <£(£)), la integral de area de / sobre 
4> se define como 

(131) f fdA={ /(®(w,v))|N(w, v)| dudv. 

En particular, cuando / = 1 se obtiene el area de <t>, es decir, 

.4(0) = f |N(w, v)| du dv. 

* D 


(132) 
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En lo que sigue se mostrara que (131) y su caso especial, (132), son de- 
finiciones razonables. Tambien se describiran las caracteristicas del vector N. 

Se escribe $ = <^,e, + y? 2 e> 4- y se fija un punto p () = (^,v 0 ) e 
A si se pone N = N(p 0 ), y 

(133) a, = (D l(Pi )(p 0 ), ^ = (^9i)(Po) O'=1,2,3) 

ahora, sea T e L(R 2 ,R } ) la transformation lineal dada por 

(134) T(u, v) = X («, « + Pi v ) e i ■ 

i — 1 

Notese que de acuerdo con la Definition 9.11, T — ^>'(p 0 ). 

Admitamos ahora que el rango de T es 2. (Si fuera 1 6 0, entonces N 
= 0, y el piano tangente mencionado a continuation degenera en una linea o 
en un punto.) El rango del mapeo afin 

(h, v) -► <J>(p 0 ) + T(U, v) 

es entonces un piano n, llamado piano tangente a 4> en p () . [Seria preferible 
llamarle II al piano tangente en 4>(p 0 ), en vez de en p 0 ; si 4> no es uno-a-uno, 
esto conduce a dificultades.] 

Si en (129) se usa (133), obtenemos 


(135) N = (oc 2 /? 3 — a 3 /? 2 )e t + O 3 & - a^ 3 )e 2 + (a,/3 2 - a 2 /?,)e 3 , 
y (134) muestra que 

(136) = f« |e „ 

i = 1 

Ahora un calculo sencillo conduce a 

(137) N-(7e 1 ) = 0 = N-(re 2 ). 

Por lo anterior, N es perpendicular a n. Por tanto se le llama la normal a <i> 
en p 0 . 

Una segunda propiedad de N, que tambien se verifica mediante un 
calculo directo basado en (135) y (136), es que el determinante de la transfor¬ 
macion lineal de R 3 que lleva en fie,, Te^ Nj es |N | 2 >0 (vease 

Ejercicio 30). El 3-simplex 

(138) [0, Te u 7e 2 , N] 
es entonces orientado positivamente . 


re 2 = 


i = 1 



INTHGRACION DE FORMAS DJFERENCIALES 309 


La tercera propiedad de N que se usar&, es consecuencia de las dos pri- 
meras: El determinante mencionado anteriormente, cuyo valor es |N| 2 , es el 
volumen del paralelepipedo con lados [0, 7e,J, [0, Fe^, [0, N|. Por (137), [0, 
N] es perpendicular a los otros dos lados. El area del paralelogramo con 
vertices 

(139) 0 ,Te 1 ,re 2 ,r(e 1 + e 2 ) 
es por tanto |N|. 

Este paralelogramo es la imagen bajo T del cuadrado unitario en R 2 . 
Si E es cualquier rectangulo en R 2 > se deduce (por la linealidad de T) que el 
area del paralelogramo T(E) es 

(140) A(T(E)) = IN | A(E ) = f | N (u 0 , y Q ) ( du dv. 

J E 

Se concluye que (132) es correcta cuando 4> es afin. Para justificar la 
definicibn (132) en el caso general, dividase en pequenos rectangulos D , 
elijase un punto (^,v 0 ) en cada uno y reemplacese en cada rectangulo <l> por el 
piano tangente correspondiente. La suma de las areas de los paralelogramos 
resultantes, obtenida via (140), es entonces una aproximacibn a >1(<I>). Final- 
mente, se puede justificar (131) a partir de (132) aproximando / por medio 
de funciones escalonadas. 

10.47 Ejemplo Sea 0 < a < b fijo. Sea K la 3-celda determinada por 
0 <f<a, 0 <w< 271, 0 < v < 271. 

Las ecuaciones 


x = t cos u 

(141) y = (b + t sen u) cos v 

z = (b 4- 1 sen«)sen v 

describen un mapeo ^ de R 3 en R 3 que es 1-1 en el interior de K , tal que 
es un toroide sblido. Su Jacobiano es 


Jvff 


d(x, y, z) 
d(t , w, v) 


= t(b + t sen u) 


y es positivo sobre K, excepto sobre la cara t — 0. Si se integra 7* sobre K , 
se obtiene 


vol CF(A:)) = ln 2 a 2 b 


que es el volumen del toroide sblido. 
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Considerese ahora la 2-cadena 4> = dir. (Vease Ejercicio 19.) ^ mapea 
las caras u = 0 y u = 2w de K sobre la misma franja cilindrica, pero con 
orientaciones opuestas. ¥ mapea las caras v = 0 y v = 2n sobre el mismo 
disco circular, pero con orientaciones opuestas. V mapea la cara t — 0 sobre 
el circulo, que contribuye 0 a la 2-cadena d'l'. (Los Jacobianos relevantes son 
0 .) For esto $ es simplemente la 2-superficie obtenida haciendo t = a en 
(141), con dominio de parametros D, que es el cuadrado definido por 0 < u 
< 27r, 0 < v < 27r. 

De acuerdo con (129) y (141), la normal a en (t/,v) e D es por eso el 
vector 


N(w, v) - a(b + a sent/)n(u, v) 


en donde 


n(w, v) = (cos u)e x + (sent/ cos v)e 2 + (sen u sin v)e 3 . 

Ya que |n(w,v)| = 1, se tiene que |N(t/,v)| = a(b + a sen w), integrando 
esto sobre D y (131) nos da 


^ 4 ( 0 ) = 4n 2 ab 


lo cual es el area de la superficie del toroide. 

Si se piensa que N = N(t/,v) es un segmento de recta dirigido, apun- 
tando de 4> (t/,v) hacia <£(t/,v) + N(t/,v), entonces N apunta hacia afuera , es 
decir hacia afuera de ♦(A'). Esto es por que J* > 0 cuando t = a. 

Tbmese por ejemplo u = v = 7 r/ 2 , t = a . Esto da el valor de z mas 
grande sobre 'F(A), y N = a(b + a)% apunta “hacia arriba” para esta elec- 
ci 6 n de (w,v). 

10.48 Integrals de 1-formas en R 3 Sea y una curva- <g J en un conjunto 
abierto E c A 3 con intervalo de parametros [0, 1], sea un campo vectorial 
en £, como en la section 10.42, y definase \ por (124). La integral de X F 
sobre y puede volverse a escribir de la siguiente manera. 

Para cualquier u e [0, 1], 

y'(u) = yl(u)ei + y±(u)e 2 + yi (w)e 3 

se le llama el vector tangente a 7 en u. Se define t = t(u) como el vector uni- 
tario en la direction de 7 '(«). Por eso 


y '(«)= I/(«)!*(«)• 
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[Si 7 '(u) — 0 para algun u y pongase t (u) = e,; cualquier otra election tam- 
bien debera hacerse asi.J Por (35) se tiene 

f = Z f F i(y( u M( u ) du 

Jy i=i J 0 

(142) = f F(y(w)) • y'(u) du 

J o 

= I " 1 F(y(M» • t(«) | y'(u) | du. 

J o 

Por el Teorema 6.27, es razonable llamar a \y'(u) \ du elemento de lon- 
gitud de arco a lo largo de 7. La notation acostumbrada para este es ds , y 
(142) puede volverse a escribir en la forma 


(143) 


J = J (F • t) ds. 


Como t es un vector unitario tangente a 7, F • t se llama la componen- 
te tangencial de F a lo largo de 7. 

El miembro derecho de (143) debe considerarse como una abreviacion 
de la ultima integral de (142). La clave aqui es que F esta definido sobre el 
rango de 7, mientras que t esta definido sobre [0, 1]; por eso F • t tiene que 
interpretarse adecuadamente. Cuando 7 es uno-a-uno, entonces t (u) puede 
reemplazarse, por supuesto, con y esta dificultad desaparece. 


10.49 Integrates de 2-formas en R 3 Sea 4> una 2-superficie en un conjunto 
abierto E c R 3 , de clase con dominio de par&metros D c R 2 . Sea F 

un campo vectorial en E, y definida por (125). Como en la seccibn ante¬ 
rior, se obtendra una representacibn diferente de la integral de 0 ^ sobre <£. 

Por (35) y (129), se tiene 


I co F — I (F x dy a dz + F 2 dz a dx + F 3 dx a dy) 

J <i) ^<j> 

= f F(0(w, v)) • N(w, v) du dv. 

d n 


Sea ahora n = n(w,v) el vector unitario en la direccibn de N(w,v). [Si 
N(w,v) = 0 para algun (w,v) e D , se toma n (u,v) = e,.] Entonces N = 
= | N | n, y por tanto, la ultima integral se convierte en 

f F(d>(w, v)) • n(w, v) | N(w, v) | du dv . 

J D 
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Por (131) se puede escribir finalmente esto como 

(144) f c<> F = f (F-n)<fcf. 

•'O J 

Aqui tambien se aplica la observation que se hizo al final de la section 
10.48, tocante al significado de F • n. 

Ahora ya puede establecerse el teorema de Stokes en su forma original. 

10.50 FOrmula de Stokes Si F es un campo~vectorial de close en un 
conjunto abierto E <= R 3 , y si 4> es una 2-superficie de close c €" en E, 
entonces 

(145) f (V x F) • n = f (F • t) ds. 

J <t> •’ev 

DemostraciOn Si se hace H = V x F, entonces, como en la de- 
mostraciOn del Teorema 10.43, se tiene 


(146) 


ci)n — dkf . 


De esto 

f (V xF)-n<£4= f (H-n )dA = f 

= f dX v = f A f = f (F • t) ds. 

Aqui se usO la definiciOn de H, despues (144) con H en lugar de 
F; luego (146), y despues, lo que se puede considerar el paso princi¬ 
pal, el Teorema 10.33, y, finalmente (143), ampliada en la forma ob- 
via, de curvas a 1-cadenas. 

10.51 El teorema de la divergencia Si F es un campo vectorial de dose <€' 
en un conjunto abierto E c. R 3 , y si 0 es un subconjunto cerrado de E con 
frontera orientada positivamente dfl (como se describid en la Sec. 10.31), 
entonces 

(147) f (V • F) dV = f (F • n) dA. 

J a J dQ 

DemostraciOn Por (125) se tiene 


dco F = (V • F) dx a dy a dz = (V • F) dV. 
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De ahi que, aplicando el Teorema 10.33 a la 2-forma a* y (144), 

f (V-F)rfK= f rfa) F - f a> F =f (F-n)<£4, 

J o 


EJERCICIOS 

1. Sea H un conjunto compacto convexo en R k f con interior no vacio. Sea / e 

haciendo /(x) = 0 en el complemento de H> y definiendo j H f 
como se hizo en la Definicibn 10.3. 

Demostrar que \ H f es independiente del orden en el cual se efectuen las k 
integraciones. 

Sugerencia : Aproximese / por funciones que sean continuas sobre R k y cu- 
yos soportes esten en //, como se hizo en el Ejemplo 10.4. 

2. Si i = 1,2,3,..., sea <p; e R ! ) con soporte en (2—tal que = 1. Se 
hace 

fix, y) = £; [<p,(jc) — 9 >i + 1 (x)]<p,0') 

Entonces/ tiene un soporte compacto en /? 2 , / es continua excepto en (0, 0), y 
J dy j fix, y)dx = 0 pero J dxjf(x, y)dy= 1. 

Observar que / no es acotada en cada vecindad de (0, 0). 

3. (a) Si F est4 dado como en el Teorema 10.7, y se pone A = F'(0), F,(x) = 
= A -1 'F(x), entonces F,'(0) = /. Mostrar que en alguna vecindad de 0, 

Fi(x) = G„ © G,,-! o • • • o Gi(x) 

para mapeos primitivos G,,..., G„. Esto da* otra versibn del Teorema 10.7: 

IHx) = F'(0)G l oG l . l .G,(x). 

(b) Demostrar que el mapeo (x,y) — (y,x) de R 2 sobre R 2 ho es la composicibn 
de dos mapeos primitivos cualesquiera, en cualquier vecindad del origen. (Esto 
muestra que el flip £, no se puede omitir en el postulado del Teorema 10.7.) 

4. Si para (x,y) e R 2 se define 

F(* ? y ) = (^ x cos y — 1 , e x sen y). 

Demostrar que F = G 2 ° Gj, donde 

Gi(x, y) = (e x cos y - 1 , y) 

G 2 (m, v) = (w, (1 + u) tan v) 

son primitivos en alguna vecindad de (0, 0). 

Calcular los Jacobianos de G,, G 2 , F en (0, 0). Definir 

H 2 (x, y) = (x, e x sen y) 
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y determinar 


v) = (h(u, v), v) 

de manera que F = H, o H 2 sea alguna vecindad de (0, 0). 

5. Formular y demostrar un teorema analogo al 10.8, en el cual K sea un subcon- 
junto compacto de un espacio metrico arbitrario. (Reemplazar las funciones tpj 
que aparecen en la demostracibn del Teorema 10.8 por funciones del tipo cons- 
truido en el Ejercicio 22 del Cap. 4.) 

6. Reforzar la conclusion del Teorema 10.8 mostrando que las funciones pueden 
hacerse diferenciables, e incluso infinitamente diferenciables. (Al construir las 
funciones auxiliares <p l usar el Ejercicio 1 del Cap. 8.) 

7. (a) Mostrar que el simplex Q k es el subconjunto convexo de R k m&s pequefio, 
que contiene a 0, e,,..., e k . 

( b ) Mostrar que los mapeos afines llevan conjuntos convexos en conjuntos 
convexos. 

8. Sea H el paralelogramo de R 2 cuyos vertices son (1, 1), (3, 2), (4, 5), (2, 4). En- 
contrar el mapeo afin T que manda (0, 0) a (1, 1), (1, 0) a (3, 2), (0, 1) a (2, 4). 
Mostrar que J T = 5. Despues, usar T para convertir la integral 

a = f e x ~ v dx dy 

en una integral sobre / 2 y entonces calcular a. 

9. Se define ( x,y ) = T(r, 6) sobre el rect&ngulo 

0 <Lr<a, 0 <6 < 2 tt 
por medio de las ecuaciones 


x = r cos 6 , y = r sen 6. 

Mostrar que T mapea este rectangulo sobre el disco cerrado D con centro en (0, 
0) y rado a , que T es 1-1 en el interior del rectangulo, y que J T (r , 0) = r. Si / e 
#(D), demostrar la formula de integracion en coordenadas polares: 

f fix , y)dxdy= rr f(T(r , 6))r dr dO. 

Jd * o 

Sugerencia: Sea D 0 el interior de D y menos el intervalo de (0, 0) a (0, a). 
Como se establecio, el Teorema 10.9 se aplica a funciones continuas / cuyo so- 
porte esta en D 0 . Para suprimir esta restriccibn, procedase como en el Ejemplo 
10.4. 

10. Si a — oo en el Ejercicio 9, demostrar que 


f fix , y) dx dy = f f /(T(r, 0))r dr dd, 
J r 2 J 0 
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para funciones continuas /que decrecen suficientemente rapido cuando |x| + 
-I- \y\ — oo. (Encontrar una formulacibn mas precisa.) Aplicar esto a 

fix, y) = exp (—x 2 — y 2 ) 

para deducir la fbrmula (101) del capitulo 8. 

11. Definir (w,v) = T(s,t) sobre la franja 

0<5-< 00, 0 < f < 1 

haciendo u = s — st, v =s t. Mostrar que T es un mapeo 1-1 de la franja sobre 
el cuadrante positivo Q en R 2 . Mostrar que J T (s,t) = 5 . 

Para x > 0, y > 0, integrar 

u x ~ 1 e ~ u v y ~ l e ~ v 

sobre Q y usar el Teorema 10.9 para convertir la integral a una sobre la franja, y 
deducir la fbrmula (96) del capitulo 8, de esta manera. 

(Para esta aplicacion, tiene que ampliarse el Teorema 10.9 de tal manera 
que cubra determinadas integrates impropias. Proporcionar esta ampliacibn.) 

12. Sea I k el conjunto de todos los (u = ..., u k ) e R k con 0 < u,- < 1 para todo 

/; sea Q k el conjunto de todos los x = (jc,,..., x k ) e R k con x ;■ > 0, Ex, < 1 . (I k 
es el cubo unitario; Q k es el simplex est&ndar en R k .) Si se define x = T( u) por 


Xi = Ui 

x 2 - (1 Wl)i /2 


x k = (1 — Wi) • • • (1 — K*-i)Wfc . 


Mostrar que 


e x, =i - n (i - «<)• 

i=i <=i 

Mostrar que T mapea I k sobre Q k y que T es 1-1 en el interior de /*, y que 
su inverso S est& definido en el interior de Q k por w, = x, y 


Ui 


_ Xi _ 

1 — Xi- Xi- 1 


para t = 2,..., k. Mostrar que 

Mu) - (1 - utf-'il - u 2 ) k ~ 2 ■ • • (1 - ii fc -0, 


y 


•' S (X)=[(1 — JCl)(l —x i -x 2 )'"(l—x 1 -X*-,)]- 1 . 
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13. Si r p ..., r k son enteros no negativos, demostrar que 

^•■■x , tdx= 7T - ri '-‘" rk '- 

•>Qk 


L 


(k + ri-\ -+ r*)l 


Sugerencia: Usar cl Ejercicio 12 y los Teoremas 10.9 y 8.20. 

N6tese que el caso especial r x = • * * = r k = 0 muestra que el volumen de 
Q k es 1 /k\. 

14. Demostrar la fbrmula (46). 

15. Si co y X son k- y m -formas, respectivamente, demostrar que 

w A A=(—l) km A A w. 

16. Si k > 2 y a — [p^ 5 p p ..., p*] es un ^-simplex afin orientado, demostrar que &o 
= 0, directamente de la definition del operador frontera d. A partir de esto, de- 
ducir que — 0 para cada cadena 

Sugerencia : Hacerlo primero para k = 2, k = 3. En general, si / < j\ sea 
Ojj el (k - 2)-simplex obtenido suprimiendo p, y p, de a. Mostrar que cada o (j 
aparece dos veces en con signo opuesto. 

17. Si se hace J 2 = t x -I- r 2 , donde 

ri = [0, ei, ei + e 2 ], r 2 = — [0, e 2 , e 2 + ej. 

Explicar por que es razonable llamar a J 2 cuadrado unitario orientado positiva- 
mente en R 2 . Mostrar que dJ 2 es la suma de 4 1-simplex afines orientados. Deter- 
minarlos. iQue es d(r, - r 2 >? 

18. Considerese el 3-simpIex afin orientado 


<ji — [0, ei, e 2 + e 2 , ei -f- e 3 + © 3 ] 

en R 3 . Mostrar que a, (considerado como una transformacibn lineal) tiene deter- 
minante 1. Entonces o x esta orientado positivamente. 

Sean a 2 ,..., a 6 otros cinco 3-simplex orientados, obtehidos de la siguiente 
manera: Hay cinco permutaciones (/,, 4 ** 3 ) de (1,2,3), distintas de (1,2,3). Con ca¬ 
da (/,,4,4) se asocia el simplex 

s(h, i* 2 , /a)[0, e tiy e tl + e, 2 , e tl + e, 2 + e t3 ] 

en donde 5 es el signo que aparece en la definicibn del determinante. (Asi es co¬ 
mo t 2 se obtuvo de r, en el Ejercicio 17.) 

Mostrar que a 2 ,..., a 6 est&n orientados positivamente. 

Si se pone J 3 = a, + • • • + cr 6 , entonces J 3 puede denominate cubo unita¬ 
rio orientado positivamente en R 3 . 

Mostrar que dJ 3 es la suma de doce 2-simplex afines orientados. (Estos do- 
ce tri&ngulos cubren la superficie del cubo unitario 7 3 .) 

Mostrar que x = (x p x^,x 3 ), esta en el rango de a, si, y solo si 0 < x 3 , < x 2 

< x, <1. 

Mostrar que los rangos de <r 2 ,..., a 6 tienen interiores ajenos, y que su 
uni6n cubre I 3 . fCompararlo con el Ejercicio 13; nbtese que 31 = 6.) 
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19. Sean J 2 y J 3 como los de los Ejercicios 17 y 18, respectivamente. Si se definen 

B 0i (u, v) = (0, u, v), Bu(u, v) = (1, u, v), 

Boi(u, v) = (u, 0, v), Bn(u, v) = («, 1, v), 

B 03 (u, v) = («, v, 0), B 13 (u, v ) = (u, v, 1). 

Estos son afines, y mapean R 2 en R'. 

Si se pone 0 ri = B n (J 2 ), para r = 0, 1, / = 1,2,3- Cada 0 ri es una 2-cadena 
afin orientada. (Vease la Sec. 10.30.) De acuerdo al Ejercicio 18, verificar que 

8J 3 = 

1=1 

20. Establecer las condiciones bajo las cuales, la fbrmula 

( fda) = f fio j* (df) A c o 

es valida, y mostrar que generaliza la fbrmula de integration por partes. 
Sugerencia: d(fu) = (df) A w + / dw. 

21. Como en el Ejercicio 10.36, considerar la 1-forma en R 2 - {01. 

xdy — ydx 

(a) Efectuar el c&lculo que conduce a la fbrmula (113), y demostrar que dr) = 0. 

(Z?) Sea y(t) = (r cos t , r sen /), para algun r > 0, y F una curva- en R 2 - 
-{0}, con intervalo de pa r&metros [0, 2tt], y donde T(0) = T(27r), tal que los in- 
tervalos [y(t) 9 T(0] no contienen a U para cualquier t e [0, 27r]. Demostrar que 

f 7 ) = 27T. 

•'r 

Sugerencia : Para 0 < Z < 27T, 0 < w < 1, definase 
®(z, «) == (1 - w) T(f) + iiy(0. 

Entonces $ es una 2-superficie en /? 2 - (0) cuyo dominio de par&metros es el 
rectangulo indicado. Debido a las cancelaciones (como en el Ejemplo 10.32), 

0O = F — y. 

Usar el teorema de Stokes para deducir que, debido a que dr) = 0, 

/ v = j V 

J r J v 

( c ) Si se toma T(t) = (a cos t , Z> sen t) donde a > 0, b > 0 son fijos. Usar la 
parte (Z?) para mostrar que 

_ ab 

J 0 a 2 cos 2 f + Z> 2 sen 2 Z^~~ 
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(d) Mostrar que en cualquier conjunto abierto en el cual a* =£ 0, 


7 ) = ^l*arc tan^ 


y que en cualquier conjunto abierto convexo en el cual y * 0, 

in — d{ — arc tan- 

\ y 

Explicar por que esto justifica la notacibn rj = d6, a pesar de que rj no es 
exacta en R 2 — (0|. 

( e ) Mostrar que ( b ) puede deducirse de (d). 

if) Si f es cualquier curva- cerrada en R 2 - |0), demostrar que 

hi"- 1 " d <r >- 

(Para la definicibn del indice de una curva, vease el Ejercicio 23 del Cap. 8.) 
22. Se define f en /? 3 - (0) como en el Ejemplo 10.37, por 

r xdy hdz + y dz A dx + z dx A dy 


en donde r = (x 2 + y 2 + z 2 ) l/2 > y sea D el rect&ngulo dado por 0 < u < 7r, 0 < 
v < 27 t, y E la 2-superficie en /? 3 , con dominio de parametros D dado por 


x = sen « cos v, >>=senwsenv, z=cosw. 

(cr) Demostrar que df en R 3 - (0). 

( b ) Si S representa la restriccion de £ al dominio de parametros E c D y de¬ 
mostrar que 



sen ududv = >4(5), 


en donde A representa al &rea como en la seccibn 10.43. Notese que esta contiene 
como caso especial a (115). 

(c) Supongase que g,h l ,h 2f h 3 , son funciones- c €" sobre [0, 1], g > 0. Sea (x,y,z) 
- 4 >( 5,0 una 2-superficie 4>, con dominio de parametros / 2 , definida por 

x=g(t)hx(s), y =g(t)h 2 (s), z^g(t)h 3 (s). 

Demostrar directamente de (35), que 



= 0 , 


Nbtese la forma del rango de 4>: Para s fijo, 4>(s,0 varia sobre un intervalo 
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en la linea que pasa por 0. Entonces el range de 4> se encuentra en un “cono” 
con vert ice en el origen. 

( d ) Sea E un rectangulo cerrado en D, con lados paralelos a los de D. Supongase 
que / g / > 0. Sea U la 2-superficie con dominio de par&metros E defl- 

nida por 


^O, v) =/(w, v) 2 («, v). 

Definir S como en (/?) y demostrar que 

f £ = f t = A(S). 

(Ya que S es la “proyeccion radial” de 12 en la esfera unitaria, este resultado hace 
que sea razomabl * llamar a el “a-ngulo solido” subtendido por el rango de Q 
en el origen.) 

Sugerencia : Considerar la 3-superficie ^ dada por 

m V) = [1 - i + tf{u, y)] 2 (*, v), 

en donde (w, v) r £, 0 < / < 1. Si v es fijo, el mapeo {1,u) — V(t,u,v) es una 
2 -superficie 4> a a cual puede aplicarse (c) para demostrar que — 0. Lo mis- 
mo se cuwipte c lando u es fijo. De (a) y el teorema de Stokes, 

f £ = f dt = 0- 

(e) Hacer X = — (z/r)r\ y en donde como en el Ejercicio 21, 

xdy —y dx 
v ~ ’ 

Entonces 7 es una 1-forma en el conjunto abierto V c /? 3 en el cual x 2 + y 2 > 
0. Mostrar que f es exacta en V probando que 

t>=dk . 

(/) A partir de (e) deducir (tf), sin usar (c). 

Sugerencia : Para empezar, suponer que 0 < w < 7 r sobre £. Por (e) se 

tiene, 

J s=J A y J £ = J A - 

Mostrar que las dos integrates de X son iguales, usando la parte (d) del Ejercicio 
21 y notando que z/r es lo mismo en £(n,v) que en fl(w,v). 

(g) ^Es exacta f en el complemento de cada recta que pasa por el origen? 

23. Si n es fijo, y se define r k = (x] + * * * + x£) 1/2 para 1 < k < n, sea £** el con- 
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junto de todos los x e R n en los cuales r k > 0 , y to* la ( k - l)-forma definida en 
E k por 

k 

= 0v)~* X (—1 y- l x t dxi A A dxt-! A dx i + 1 A ••• A<&*. 

i = i 

Notese que con la terminologia de los Ejercicios 21 y 22, oo 2 = 77 , to 3 = f. 
Notese tambien que 

£1 c £2 c £« — £ w { 0 }. 

(o) Demostrar que cfco* = 0 en E k . 

( b ) Para k = 2,..., a?, demostrar que to* es exacta en £*_,, mostrando que 
o>* = d(fkOj k - 1) — («//*) A 
en donde/*(x) = (-1 ) k g k (x k /r k ), y 

g*«) = f' (l _**)<*-w** (-1 <f < l). 

*- 1 

Sugerencia: f k satisface las ecuaciones diferenciales 


y 


x * (V/ft)(x) = 0 


(D k f k )(x) = 


(r*> k 


(c) *,Es exacta co„ en E n 7 


(d) Notese que (/?) es una generalization de la parte (e) del Ejercicio 22. Intentar 
ampliar alguna de las otras afirmaciones de los Ejercicios 21 y 22 para co„, con n 
arbitrario. 

24. Sea w = £tf ; (x) dXj una 1 -forma de clase < €" en un conjunto abierto convexo E 
c R n . Admitir que du = 0, y demostrar que to es exacta en £, completando el 
siguiente plan: 

Se fija p e £, y se define 


/(x) = co (x e £). 

J CP>x] 

Aplicar el teorema de Stokes a los 2-simplex afines orientados [p,x*y] en E. De- 
ducir que 


/(y) -/(x) = £ (y t — xi) f a,((l - f)x + ty) dt 

t = 1 4/0 

para x e E, y e £. De lo anterior concluir que (£>/)(x) = a,(x). 

25. Suponer que 07 es una 1-forma en un conjunto abierto E a R n tal que 

f OJ = 0 
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para cada curva cerrada 7 en E , de clase . Demostrar que to es exacta en £, 
imitando parte del argumento planteado en el Ejercicio 24. 

26. Suponer que to es una 1-forma en R 3 - (0), de clase y du = 0. Demostrar 
que co es exacta en R 3 - {01. 

Sugerencia : Cada curva cerrada continuamente diferenciable en R 3 — |0j es 
la froniera de una 2-superficie en R* — {01. Aplicar el teorema de Stokes y el 
Ejercicio 25. 

27. Sea E una 3-celda abierta en /? 3 , con lados paralelos a los ejes coordenados. Su¬ 
poner que (a,b,c) e EJ { e ^'(E) para / = 1,2,3, 

w =/i dy A </z +/a ^z A dx +/i ^ A 
y admitir que c/to = 0 en E. Si se define 

A = g i dx 4- g 2 dy 

en donde 


g 1 (x i y i z) = j f 2 (x,y y s)ds 
g 2 (x,y,z) = - j Mx,y,s) 



ds 9 


para (x,y,z) e E. Demostrar que dk = to en E. 

Evaluar estas integrales cuando w = f y encontrar despues la forma A que 
ocurre en la parte ( e ) del Ejercicio 22. 

28. Con b > a > 0 fijos, se define 

®0% 9) = (r cos 0, r sen 9) 

para a < r < b, 0 < 9 < 2tt. (El rango de es un anillo en R 2 .) Hacer to = x 3 
dy y calcular 

I dcu y I a> 
para verificar que son iguales. 

29. Demostrar la existencia de una funcibn a con las propiedades necesarias en la de- 
mostracibn del Teorema 10.38, y demostrar tambien que la funcibn resultante F 
es de clase . (Ambas afirmaciones se vuelven triviales si E es una celda abierta 
o una bola abierta, debido a que a entonces puede tomarse como una constante. 
Referirse al Teorema 9.42.) 

30. Si N es el vector dado en (135), demostrar que 


det 


(Xi 

a 2 


«3 


0 . 

P* 

03 


<*2$3 — asjS/ 

<*3$1 — ®l/^3 

ai/ 3 2 — a 2^1. 


|N| 2 . 


Verificar tambien la ecuacion (137) 
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31. Sea E c /? 3 abierto, supbngase g e E ), h e <£"(£) y considferese el campo 

vectorial 

F^gVh. 

(a) Demostrar que 

V-F=gV 2 h + (Vg)-(yh) 

en donde V 2 /* = V * (V/i) = L&h/dxj se llama el “Laplaciano” de h. 

(b) Si fl es un subconjunto cerrado de E con frontera orientada positivamente 
(como en el Teorema 10.51), demostrar que 

f [gV 2 h + (y g )-(Vh)]dV~ \ gjrdA 

en donde (como de costumbre) se escribio dh/dn en lugar de (Vft) • n. (Por lo an¬ 
terior, dh/dn es la derivada direccional de h en la direcciOn de la normal hacia 
afuera a dQ , denominada derivada normal de h.) Intercambiar g y h, restar la 
fbrmula resultante de la primera, para obtener 

Estas dos formulas se llaman comunmente identidades de Green. 

(c) Admitir que h es armdnica en E ; esto significa que V 2 /? = 0. Tomar g - 1 y 
concluir que 



Tomar g = h y concluir que /z = 0enfisi/? = 0 sobre dQ. 

(d) Mostrar que las identidades de Green son v&lidas tambien en R 2 . 

32. Con 5, 0 < 5 < 1 fijo, sea D el conjunto de todos los (i 9 , t) e R 2 tales que 0 < 6 
< x, - 6 < t < 5. Sea <l> la 2-superficie en R 3 , con dominio de parametros D, 
dada por 

x = (1 — / sen 6) cos 26 
y = (1 — t sen 6) sen 26 
z = t cos 6 

en donde ( x,y,z ) = <£(0, /). NOtese que 4 >( 7 t, /) = 4>(0, —/) y que <l> es uno-a- 
uno en el resto de D. 

El rango M — <£(£>) de se conoce con el nombre de Cinta de MObius. Es- 
te es el ejemplo mks sencillo de una superficie no orientable. 

Demostrar las distintas afirmaciones que se hacen en la descripciOn siguien- 
te: Poner p, = (0, -5), P 2 = (t r, -<5), /? 3 = (t r, <5) p 4 = (0, <5), p 5 = p,. Ponien- 
do 7 , = [p,, p # + l ], / = 1,..., 4, y T, = 4> o y .. Entonces 


ao = i\ + r 2 -f r 3 + r 4 . 
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Poniendo a = (1, 0, — 6), b = (1, 0, 6). Entonces 

®(Pi) = <D(p 3 ) = a, ®(pa) = 4>(P4> = b, 
y d$ se puede describir como sigue. 

T, avanza en espiral hacia arriba de a a b; su proyeccion en el piano (x,y) 
tiene +1 como numero de arrollamiento alrededor del origen. (Vease Ejercicio 
23 del Cap. 8.) 
r 2 = [b, a], 

r 3 avanza en espiral hacia arriba de a a b; su proyeccidn en el piano (x % y) 
tiene -1 como numero de arrollamiento alrededor del origen. 
r 4 = [b,a]. 

Por lo anterior, d<J> = r, + r 3 + 2r 2 . 

Si vamos de a a b a lo largo de F x y continuamos a lo largo de la “cara” de 
M hasta que regresamos a a, la curva trazada es 

r = r 1 -r 3 , 

la cual tambien puede representarse sobre el intervalo de parametros [0, 2 tt] por 
medio de las ecuaciones 


x = (1 + 8 sen 6) cos 29 
y = (i -f 8 sen 9) sen 29 
z — — 8 cos 9, 

Debe subrayarse que F ± d$>: Sea tj la 1-forma que se vio en los Ejercicios 
21 y 22. Como dr\ = 0, el teorema de Stokes muestra que 

J , ? ==a 

Pero aunque F es la frontera “geometrica” de M, se tiene que 

f T) = 4tt. 

J r 

Con el fin de evitar esta posible fuente de confusion, con frecuencia se es- 
tablece la formula de Stokes (Teorema 10.50) solo para superficies orientables 4>. 



TEORIA DE LEBESGUE 


El prop6sito de este capitulo es presentar los conceptos fundamentales de 
la teoria de la medida y ia integracibn de Lebesgue y demostrar algunos de sus 
teoremas principales en una forma de exposicibn bastante general, para no 
enmascarar las lineas fundamentales del desarrollo en un conjunto de de- 
tailes de menor importancia. Por ello, en varios casos las demostraciones es- 
tan solo esbozadas, y algunas de las proposiciones m&s sencillas se enuncian 
sin demostracibn. Sin embargo, el lector que se ha familiarizado con las tec- 
nicas utilizadas en los capitulos precedentes, no hallarii ninguna dificultad 
para llenar los pasos que faltan. 

La teoria de la integral de Lebesgue puede ser desarrollada de varios 
modos distintos. Solo estudiaremos aqui uno de esos m&todos. Para otros 
procedimientos, consultense los tratados m&s especializados en integracibn, 
reseftados en la Bibliografia. 

FUNCIONES DE CONJUNTOS 

Si A y B son dos conjuntos cualesquiera, escribimos A - B para el ccuijunto 
de todos los elementos x, tales que x e A, x $ B. La notacibn A — B no 
implica que B c; A. Expresamos el conjunto vacio por 0, y decimos que A 
y B son ajenos si A D B = 0. 
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11.1 Definici6n Se dice que una familia 01 de conjuntos es un anillo si A 
g 01 y B g 01 implica 

(1) AuBe0! 9 A — B e0l. 

Como A n B ~ A — (A — B ), tenemos tambien que A n B g 0t si 
01 es un anillo. 

A un anillo 0t se le llama a-anillo si 

( 2 ) 0 A n 6 « 

n= 1 

siempre que g (w = 1, 2, 3,...). Como 

rU-^-uni-^ 

n= 1 n= 1 

tenemos tambien que 


0 A„e 3i 


«= 1 


si 0t es un a-anillo. 

11.2 Definici6n Diremos que 0 es una funcion de conjuntos definida en 
01 si 0 asigna a cada A g 0t un numero 004) del sistema ampliado de los 
numeros reales. 0 es aditiva si A n B = 0 implica 

(3) 4>{A u5) = 004) 4- 0(5), 

y es aditiva numerable si ^4, n Aj = 0 (/ y) implica 

(4) </> ( U A n) = I MU 

\n=l / n=l 

Supondremos siempre que el rango de <t> no contiene a + oo y — <»; 
porque si los contuviera, el segundo miembro de (3) careceria de sentido. 
Tambifen excluimos las funciones de conjuntos, cuyos unicos valores son + 
+ 00 0 - 00 , 

Es interesante observar que el primer miembro de (4) es independiente 
del orden en que esten colocadas las A n . Por tanto, el teorema de los reorde- 
namientos demuestra que el segundo miembro de (4) converge absolutamente 
si converge de algun modo; si no converge, las sumas parciales tienden a + 
H- oo o a — oo. 
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Si <f> es aditiva, se comprueban facilmente las siguientes propiedades 

(5) *0)-0. 

(6) = 0(^l) + ’ ' ‘ + 0(^n) 

si ^4, n Aj = 0 siempre que i =£ 7 . 

(7) 4>(^i u ^ 2 ) + <K^i n ^ 2 ) = <£0*i) + <£(^ 2 )* 

Si <t>(A) > 0 para todo A, y A } c= A 29 sera 

(8) </>(A t ) < 4>(A 2 ). 

Como consecuencia de ( 8 ), las funciones de conjuntos aditivas no ne- 
gativas son llamadas a veces monbtonas. 

(9) <KA -B) = <KA) - 4>{B) 
si B a A, y \<t>(B)\ < + 00 . 

11.3 Teorema Supongamos que <£ es aditiva numerable en un anillo 0t t 
que A n e 01 (n = 1 ,2,3,. . .)> A x c A 2 c= A } <= • • *, A e 01, y 


00 


A={JA„. 

n = 1 


Entonces, cuando n — 00. 


4>(A n )^4>(A). 

Demostracion Pongamos = A l9 y 

B„ = A n -A n . 1 (« = 2, 

Entonces 6, n = 0 para i * j, A„ = B t u • • • u B„ y A = (J^„- 
Por tanto, 


n 


<A04„) = 10(5,) 

i —A 


ha)= t m). 

i = 1 


y 
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CONSTRUCCION DE LA MEDIDA DE LEBESGUE 

11.4 Definition Representemos por Rp un espacio euclidiano p- dimensio¬ 
nal. Por intervalo en Rp entenderemos el conjunto de los puntos x = 
= x p ) 9 tales que 

(10) a i <x i <b i (i = 1, 

o el conjunto de puntos caracterizado por (10) con alguno o todos los signos 
< sustituido por <. La posibilidad de ser a? = b t para algun valor de / no 
queda excluida; en particular, el conjunto vacio est& incluido entre los in- 
tervalos. 

Si A es la uni6n de un numero finito de intervalos, se dice que A es un 
conjunto elemental. 

Si I es un intervalo, definimos 


mil) = n ( b i - fl i)> 

i= 1 

sin que importe si en cualquiera de las desigualdades de (10) esta excluida o 
incluida la igualdad. 

Si A = /, u■••• u /„, y si estos intervalos son ajenos dos a dos, 
pondremos 

(11) m(A) = m(Iy) + • • • + m{I„). 

Representaremos por $ la familia de todos los subconjuntos elementa- 
les de Rp. 

Podrian comprobarse ahora las siguientes propiedades: 

(12) <^es un anillo, pero no un a-anillo. 

(13) Si ^4 e S, A es la uni6n de un numero finito de intervalos ajenos . 

(14) Si A e S, m(A) est& bien definida por (11); esto es, si se utilizan dos 
descomposiciones diferentes de A en intervalos ajenos, las dos dan lu- 
gar al mismo valor de m(A). 

(15) m es aditiva en 

N6tese que si p = 1,2,3, m es longitud, area y volumen, respec- 
tivamente. 

11.5 Definicidn Se dice que una funcibn de conjuntos aditiva no negativa 
0 , definida en es regular si es cierto lo siguiente: Para cada A e $ y cada e 
> 0, existen conjuntos F e S y G e <f, tales que F es cerrado, G es abierto, F 
cz A c= G y 


(16) 


0(G) - e < 004) < 0(F) + e. 
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11.6 Ejemplos 

(a) La funcidn de conjuntos m es regular. 

Si A es un intervalo, es evidente que se satisfacen las condi- 
ciones de la Definicibn 11.5. El caso general se deduce de (13). 

( b ) Tomemos R p = R\ y sea a una funcibn monbtona creciente, 
definida para todo x real. Pongamos 

fi([a, b)) = a(fe-) - a(a-), 

Mfo 6]) = a(4+)-a(a-), 
fi((a 9 b ]) = a(6+) - a(a+), 

6)) = a(6-)-a(a+). 

Donde [a,b) es el conjunto a < x < b> etc. Hay que distinguir estos 
casos a causa de las posibles discontinuidades de a. Si est& definido 
para conjuntos elementales del modo hecho en (11), es regular en S. 
La demostracibn es igual que la anterior de (a). 

Nuestro prbximo objetivo es demostrar que toda funcibn de conjuntos 
regular en S puede ser extendida a una funcibn de conjuntos aditiva nume¬ 
rable en un a-anillo que contiene a g. 

11.7 Definicibn Sea fi aditivo, regular, no negativo y finito en i. Conside- 
remos cubiertas numerables de cualquier conjunto E c Rp por conjuntos 
abiertos elementales A n : 

E^()A n . 

n= 1 

Definamos 

(17) H*(E) = inf J n(A n ), 

n= 1 

tomando el inf sobre todas las cubiertas numerables de E por conjuntos 
elementales abiertos. A se le llama medida exterior de E correspon- 

diente a p. 

Es evidente que n*(E) > 0 para todo E y que 

(18) M*(A) £ H*(E 2 ) 


si E v <= E 2 . 
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11.8 Teorema 


(a) Para todo A e <f, n*(A) = (t(A). 

(b) SiE = 0 E n , 

1 


(19) 


H*(E) < £ n*(E„). 


n = 1 


N6tese que (a) afirma que /a* es una prolongation de /a, de a la fami- 
lia de /odos los subconjuntos de R p . A la propiedad (19) se le llama subadi - 
tividad. 

Demostraci6n Elijamos A e $ y £ > 0. 

La regularidad de demuestra que esta contenido en un 
conjunto elemental abierto G tal que /a(G) < fi(A) + e. Como ti*(A) 
< ji(G) y como e era arbitrario, tenemos 

( 20 ) 

La definition de /a* demuestra que hay una sucesibn [A n ] de 
conjuntos elementales abiertos cuya unibn contiene a A, tal que 

E b( A n) ^ t**( A ) + £• 

n= 1 

La regularidad de /a demuestra que >1 contiene un conjunto elemental 
cerrado F tal que /a(F) > fx(A ) - e; y como F es compacto, tenemos 

Fc: A x u • • • u 

para algun N. Por tanto, 

N 

K A ) ^ + e ^ u • • • u A N ) + e < E K A n) + £ < + 2e. 

i 

Lo que, en uni6n de (20), demuestra (a). 

Continuando, supongamos que E = (J £, y admitamos que 
H*(E n ) < + oo para todo n. Dado e > 0, hay cubiertas \A „ k ), k = 
= 1,2,3,..., de E n por conjuntos elementales abiertos tales que 

(21) i n(A nk ) < ti*(E n ) + 2-”e. 

*= 1 


Entonces 
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/**(£)< £ E K A »k)^ E M*(£„)+ e, 

rj = 1 /c = 1 «=1 

y se deduce (19). En el caso excluido, esto es, si n*(E„) — + <x> para 
algun n, (19) es trivial. 

11.9 Definici6n Para cada A <= R p , B <=. R p , definiremos 

(22) S(A, B) = (A — B) u (B - A), 

(23) d(A, B) = n*(S(A, B)). 

Escribiremos A„ — A si 

lim d(A, A„) = 0. 

n-> oo 

Si hay una sucesibn \A„] de conjuntos elementales tales que A n — A, 
diremos que A es n-medible finitamente y escribiremos A e 50l f OO- 

Si A es la unibn de una coleccibn numerable de conjuntos /x-medibles 
finitamente, diremos que A es n-medible y escribiremos A e 5010*). 

S(A,B) es la llamada «diferencia simetrica» de A y B. Veremos que 
d(A,B) es esencialmente una funcibn distancia. 

El teorema siguiente nos permitira obtener la prolongacibn deseada de /x. 

11.10 Teorema 501Ot) es un o-anillo y n* es aditiva numerable en 50100- 

Antes de volver a la demostracibn de este teorema, desarrollaremos al- 
gunas de las propiedades de S(A,B) y d(A,B). Tenemos 


(24) 


S(A, B) = S(B, A), S(A, A) = 0. 

(25) 


S(A, B) c SK C) u S(C, B ). 


S(A, 

^ A. % , B± KJ ^ 2 )^ 

(26) 

S(A i 

n A 2 , ^ n B 2 ) c u , £ 2 )- 


S(A, 

- ^2 5 ^1 “ ^ 2 ); 


(24) es clara, y (25) se deduce de 

(A - B) c (A - C) u (C - B), (B — A) a (C — A) \j (B — C). 
La primera fbrmula de (26) se obtiene de 

(Ai u A 2 ) - (B t u B 2 ) c (A t - B t ) u ( A 2 - B 2 ). 
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Ahora, escribiendo E c para el complemento de E, tenemos 

S(A t nA 2 ,B 1 n B 2 ) = S(A\ u A \, u 5|) 

<= S(A C U Bl) yj S(A 2 , B c 2 ) = S(^ l5 50 u S(A 2 , 5 2 ); 

y se obtiene la ultima formula de (26) si observamos que 

Ay — A 2 = Ay O A ° 2 . 

Por (23), (19) y (18), estas propiedades de S(A,B) implican 


(27) 


d(A, B) = d(B, A), d(A, A) = 0 , 

(1-8) 


d(A, B) < d(A, C) + d(C, B), 


d(A, 

u A z , B x u 5 2 )) 

(29) 

d(Ay 

c\ A 2 , Bi o -^ 2 )! — d(A j, Bi) + d(A 2 B 2 ). 


d(A 1 

— A 2 , Bi — B 2 )J 


Las relaciones (27) y (28) muestran que d(A,B) satisface las condi- 
ciones de la Definici6n 2.15, excepto que d(A,B) = 0 no implica A - B. 
Por ejemplo, si ^ = m, A es numerable, y B es vacio, tenemos 


d(A , B) = m*(A) = 0; 


para verlo, cubrimos el /7-6simo punto de A por un intervalo I n tal que 

m(! n ) < 2 - n e. 

Pero si definimos dos conjuntos A y B como equivalentes cuando 

d(A, B) = 0, 

dividimos los subconjuntos de R p en clases de equivalencia, y d(A,B) forma 
el conjunto de estas clases de equivalencia en un espacio metrico. 2 R/t(/a) se 
obtiene entonces, como cerradura de Esta interpretacibn no es esencial pa¬ 
ra la demostracibn, pero explica la idea que sirve de base. 

Necesitamos otra propiedad mas de d(A,B ), esto es, 

(30) \v*(A)-n*(B)\ < d(A, B), 

si al menos una de n*(A), n*(B) es finita. Porque suponiendo que 0 < n*(B) 
< n*(A). Entonces (28) muestra que 


d(A,0)<d(A, B)+ d(B, 0), 
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esto es, 


H*(A) < d(A, B) + 

Como /x*(B) es finita, se deduce que 

H*(A) - /i*(5) 5 d{A, B). 

Demostraci6n del Teorema 11.10 Supongamos que A e 9J B 
€ Elijamos \A„], \B„\ de modo que A„ e S. B n e $, A n — 

A, B„ — B. Entonces (29) y (30) demuestran que 


(31) 

A„ u B„ ->A u B, 

(32) 

A„ n B„ -*• A n B, 

(33) 

A„- B„-*A - B, 

(34) 

H*(A n )-+n*(A), 


y n*(A) < + oo, pues d(A n ,A) — 0. Por (31) y (33), W f (/t) es un 
anillo. Por (7), 

KA„) + KB„) = fi(A„ u B„) + n(A„ n fij. 

Suponiendo n — oo, obtenemos, por (34) y el Teorema 11.8(a), 

H*(A) + = fi*(A u B) + ju*(A n B ). 

Si >1 n 5 = 0, entonces fi*(A n B) = 0. 

Se deduce que /** es aditiva en 93t F (/*). 

Sea, ahora, A e Entonces puede representarse A como 

la uni6n de una coleccibn numerable de conjuntos ajenos de 9 W f 0li); 
porque si A = (J A n \ con A n ' e W f (/a), escribiremos A x = A x y 

^ = (^;u“*u^)-(^u-*u <-i) (w = 2, 3, 4,...). 

Entonces 


(35) ^ = U A « 

n— i 

es la representacibn apropiada. Por (19) 

fi*(A) < £ [i*(A n ). 

n~ 1 


(36) 
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Por otro lado, A = A, u ••• u A„, y por la aditividad de n* 
en 9Jl f (|t) obtenemos 

(37) H*(A) £ n*(A t u • • • u = ^*(^0 + • • • + /**(/*„). 

Las ecuaciones (36) y (37) implican 

(38) n*(A) = £ 

n — I 

Supongamos que n*(A) es finita. Pongamos B n = ,4, u ••• u 
j 4„. Entonces, (38) demuestra que 

d(A, 2?J = /;*( 0 4>- f d*(A t )^0 

i - it + 1 i = n + 1 

cuando « — oo. Por tanto B„ — A, y como B„ e 93l f (/*), se ve facil- 
mente que /I e 931 f (/*). 

Hemos demostrado asi que /I e s IR, (/x) si /I e 93i(/t) y *i*(v4) 
< + 00 . 

Esta claro ahora que n* es aditiva en forma numerable en 
931 (/r), porque si 


A= [j A„, 

donde [AJ es una su:esi6n de conjuntos ajenos de 93l(/t), hemos de¬ 
mostrado que (38) se cumple si n*(A„) < + oo para todo n, y en caso 
contrario (38) es evidente. 

Finalmente, tenemos que demostrar que 9310*), es un a-anillo. 
Si A„ e 9310*), n = 1,2,3,..., es evidente que (J A„ e 93100 (Teo- 
rema 2.12). Supongamos que A e 93100. B e 93100. y 

A=[J A n> B=\jB n , 

n= l n= 1 

donde A„, B„ e 93l F 00- Entonces, la identidad 
A„nB= 0 (A„n B,) 

i — 1 

demuestra que A„ n B s 93100; y como 

fi*(A„ nB)< fi*(A„) < + oo, 

A„ n B e 931 f OO. Por tanto A„ - B e 931^00, y A - B e 93100. 
pues A - B = (A„ - B). 
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Sustituiremos ahora por ^i(A) si A e 901(/a). Asi, /a definido ori- 

ginalmente solo en queda prolongado a una funci6n de conjuntos aditiva 
en forma numerable en el a-anillo 9 ER(/a). Esta funcibn de conjuntos prolon- 
gada se llama medida . El caso particular /a = m es la llamada medida de Le- 
besgue en R p . 

11.11 Observaciones 

(a) Si A es abierto, entonces A e 951(/a) porque cada conjunto 
abierto en R p es la uni6n de una coleccibn numerable de interva- 
los abiertos. Para verlo, es suficiente construir una base numerable 
cuyos eiementos sean intervales abiertos. 

Tomando complement os, se deduce que todo conjunto cerrado 
esta en 9 W(/a). 

(b) Si A e 901 (/*) y e > 0, existen conjuntos F y G tales que 

fc Ac G, 

F es cerrado, G es abierto, y 

(39) n(G -A) <e 9 \i(A - F) < e. 

La primera desigualdad se cumple porque /a* fue definida por 
medio de recubrimientos por conjuntos elementales abiertos. La se- 
gunda se deduce tomando complement os. 

(c) Decimos que E es un conjunto de Borel , si E puede obtenerse 
por numero de operaciones numerable, partiendo de conjuntos abier¬ 
tos, consistiendo cada operacibn en tomar uniones, intersecciones o 
complementos. La colecci6n $ de todos los conjuntos de Bor^l en R p 
es un a-anillo; de hecho, es el menor a-anillo que contiene todos los 
conjuntos abiertos. Por la observacibn (a), E e 93l(/x) si E e 

(d) Si A e 901 (ji) 9 existen conjuntos de Borel F y G tales que F c 
A cz G, y 

(40) n(G -A) = ju(A - F) = 0. 

Lo que se deduce de (b) si tomamos s = 1/n y hacemos n — oo. 

Como A = F u (A - F), vemos que cada A e 90ZO) es la 
uni6n de un conjunto de Borel y un conjunto de medida cero. 

Los conjuntos de Borel son ^-medibles para todo /a. Pero los 
conjuntos de medida cero [esto es, los conjuntos E para los cuales 
fi*(E) = 0] pueden ser diferentes para diferentes /a. 

(e) Para cada ja, los conjuntos de medida cero forman un a-anillo. 
{f) En el caso de la medida de Lebesgue, todo conjunto numerable 
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tiene medida cero. Pero hay conjuntos no numerables (de hecho, per- 
fectos) de medida cero. Puede tomarse como ejemplo el conjunto de 
Cantor: Utilizando la notation de la section 2.44, se ve facilmente 
que 


m(E n ) = (if (n = 1,2,3,...); 

y como P = H E n> P c E n para todo n , de modo que m(P) = 0. 


ESPACIOS DE MEDIDA 

11.12 Definition Supongamos que X es un conjunto, no necesariamente 
subconjunto de un espacio euclidiano, o en realidad de algun espacio metri- 
co. Se dice que X es un espacio de medida si existen un a-anillo de subcon- 
juntos de X (llamados conjuntos medibles) y una funcibn de conjuntos aditiva 
numerable no negativa (x (llamada medida), definida en SR. 

Si, adem&s, X e SR, se dice que X es un espacio medible . 

Por ejemplo, podemos tomar X = R p , SR la coleccibn de todos los 
subconjuntos medibles de Lebesgue de R p , y /* la medida de Lebesgue. 

O bien, X el conjunto de todos los enteros positivos, SR la colecci6n 
de todos los subconjuntos de X , y fx(E) el numero de elementos de E. 

Otro ejemplo lo proporciona la teoria de probabilidad, donde pueden 
considerarse los sucesos como conjuntos y la probabilidad de que se produz- 
can los sucesos, es una funcibn de conjuntos aditiva (o aditiva en forma 
numerable). 

En los parrafos siguientes trataremos siempre sobre espacios medibles. 
Se recalca el hecho de t[ue la teoria de la integracibn que estudiaremos pron¬ 
to no ser& mas sencilla en ningun aspecto si sacrific&semos la generalidad 
que hemos alcanzado y nos limitasemos a la medida de Lebesgue, es decir, a 
un intervalo de la recta real. De hecho, la caracteristica esencial de la teoria 
se deduce con mucha mas claridad en el caso mas general, en el que se ve 
que todo depende solamente de la aditividad numerable de \i en un a-anillo. 
Sera conveniente introducir la notacibn 

(41) {x\P} 

para el conjuntb de todos los elementos x que tienen la propiedad P. 


FUNCIONES MEDIBLES 

11.13 Definicibn Sea / una funcibn definida en el espacio medible X , con 
valores en el sistema ampliado de los numeros reales. Se dice que la fund bn 
/ es medible si el conjunto 
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(42) ix\f(x) > a) 
es medibie para todo numero real a. 

11.14 Ejemplo Si X = R p y (/x) tal como se define en la Defini- 

ci6n 11.9, toda / continua es medibie, pues entonces (42) es un conjunto 
abierto. 

11.15 Teorema Cada una de las cuatro condiciones siguientes implica las 
otras tres: 

(43) {*!/(*) > es medibie para todo a real. 

(44) {*i/(*) > a} es medibie para todo a real. 

(45) (*|/(x) < a) es medibie para todo a real. 

(46) {*!/(*) ^ a ) es medibie para todo a real. 

Demostrackm Las relaciones 

{x\f(x) > a} = f) \x\f{x) > a - -], 

„=i \ n) 

{x\f(x) < a) = X - {*1 f{x) > a}, 

{*!/(*) < a} = f] lx | f(x) < a + -], 
n=l { n) 

{x |/(x) > a) = X - {a: I fix) < a] 

demuestra sucesivamente que (43) implica (44), (44) implica (45), (45) 
implica (46) y (46) implica (43). 

Por tanto, puede usarse cualquiera de estas relaciones en lugar 
de (42) para definir la mensurabilidad. 

11.16 Teorema Si f es medibie , |/| es medibie. 

Demostraciftn 

{* I \f(x) I < a} = {x I f{x) < a) n {x \f{x) >-a). 

11.17 Teorema Sea {f „) una sucesidn de funciones medibles. Para x e X, 
pongarnos 

g(x) = sup/„(x) (n - 1, 2, 3,...), 
h(x) = Iim sup/„(x). 
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Entonces, g y h son medibles. 

Esto mismo es cierto, naturalmente, para el inf y el lim inf. 

Demostracion 

WgM > a} = Q {x\f„{x) > a), 

n= 1 

h(x) = inf g m (x), 

donde g m (x) = sup/„(x) (« > m). 

Corolarios 

(а) Si f y g son medibles, entonces ma \{f,g) y mi r{f,g) son medibles 
Si 

f + = max (/, 0), f' - - min (/, 0), 

se deduce, f n particular que f'yf~ son medibles . 

(б) El limite de una sucesidn convergente de funciones medibles es 
medible. 

Teorema Sean f y g funciones de valores reales medibles definition 
sea F real y continua en R % y hagamos 

h(x) = F(f(x),g(x)) (xeX). 

Entonces, h es medible 

En particular, f + g y fg son medibles. 

Demostracion Sea 

G a = {(u,v)\F(u, v)>a}. 

G a es un subconjunto abierto de R 2 , y podemos escribir 

G a = 0 

n= 1 

donde (/„) es una sucesidn de intervalos abiertos: 


(47) 


11.18 

en X, 


K = {(«> v)|o n <u<b n , c a < v < d„}. 
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Como 


{x\a n <f(x) < b„) = {x|/(x) > a n ) n {x\f(x) < b n ) 
es medible, se deduce que el conjunto 

{x I (f(x), g(x)) e /„} = {x I a„ <f(x) < b n } n (x|c„ < g(x) < d„) 

es medible. Por tanto, tambien sucede lo mismo con 
{* | h{x) > a} = {x | (f(x), g(x)) e G a ) 

= 0 i x \(f(x), g(x)) s /„}. 

n= 1 

Recapitulando, podemos decir que todas las operaciones ordinarias del 
an&lisis, incluyendo las de limites, cuando se aplican a funciones medibles, 
producen funciones medibles; en otras palabras, todas las funciones con las 
que nos encontramos de ordinario, son medibles. 

Que, sin embargo, esto no es mas que una afirmacion aproximada, se 
demuestra con el siguiente ejemplo (basado en la medida de Lebesgue, en la 
recta real): Si h(x) = /(£(*)), donde/es medible y g continua, h no es nece- 
sariamente medible. (Para detalles, vease McShane, p. 241.) 

El lector habra observado que no hemos mencionado la medida en el 
estudio de las funciones medibles. De hecho la clase de las funciones me¬ 
dibles en X depende solo de a-anillo (utilizando la notacion de la Definition 
11.12). Por ejemplo, podemos hablar de funciones medibles segun Borel en 
R p , esto es, funciones / para las que 

(x|/(x) > a} 

es siempre un conjunto de Borel, sin referencia a ninguna medida particular. 
FUNCIONES SIMPLES 

11.19 Definicidn Sea 5 una funcibn de valores reales definida en X. Si el 
rango de 5 es finito, decimos que s es una funcidn simple. 

Sea E c X, y pongamos 


(48) 


K e (x) = (J 


(x e E ), 
(xtE). 


a K e se llama funcidn caracteristica de E. 

Supongamos que el rango de s consta de los numeros distintos c,,..., 
c n . Sea 


£'i = {x|5(x) = c ) } 
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Entonces 

( 49 ) s=ic t K Et , 

n= l 

esto es, toda funci6n simple es una combination lineal finita de funciones 
caracteristicas. Es evidente que s es medible si, y solo si los conjuntos ,..., 
E n son medibles. 

Es de interes que toda funcibn puede aproximarse por funciones 
simples: 

11.20 Teorema Sea f una funcidn real en X . Existe una sucesidn \s p \ de 
funciones simples tales que s„(x) — f(x) si n — oo, para todo x e X. Si f es 
medible , puede elegirse fo,} de modo que sea una sucesidn de funciones me¬ 
dibles . Si f > 0 (sj puede elegirse tal que sea una sucesidn mondtona 
credent& 

Demostracion Si / > 0, definiremos 

E ni = |* l -f-<f(x) < ~j > f„ = {x I/M > n) 
para n = 1,2,3,..., i = 1,2,..., nl". Pongamos 

(50) s n — Yj ~^T &E ni + n^Fn • 

En el caso general, / = / + — f~ y aplicaremos la construction prece- 
dente a / + y a /-. 

Puede observarse que la sucesibn (sj dada por (50) converge 
uniformemente hacia / si / es acotada. 

INTEGRACION 

Definiremos la integracibn en un espacio medible X , en el que 501 es el 
a-anillo de conjuntos medibles, y ji es la medida. El lector que quiera consi- 
derar un caso mks concreto puede pensar en X como la recta real, o un in¬ 
terval, y en fi como la medida m de Lebesgue. 

11.21 Definition Supongamos que 
•*(*) = Z c i k e,(x) (x 6 X, Ci > 0) 

t= 1 


( 51 ) 
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es inedible, y que E e SIR. Definiremos 

(52) I E (s) = t c it i{E n E t ). 

i — 1 

Si /es medible y no negativa, definiremos 

(53) f fdn = sup 40s), 

J E 

donde se ha tornado e! sup sobre todas las fund ones simples 5 tales que 0 < 
S <f. 

A1 primer miembro de (53) se le llama integral de Lebesgue de /, res- 
pecto a la medida sobre el conjunto E. Se observara que la integral puede 
tener el valor + oo. 

Se comprobara f&cilmente que 

(54) ( sd[i = 4(5) 

J E 

para toda funcibn medible simple no negativa s. 

11.22 Definicion Sea / medible, y consideremos las dos integrates 

(55) f f + dfi, f /" dp, 

J E J E 

donde f + y f~ estan definidas como en (47). 

Si una al menos de las integrates (55) es finita, definiremos 

(56) f fdn = [ f + dn- f 

Si las dos integrates de (55) son finitas, (56) es finita, y diremos que / 
es integrable (o sumable) en E en el sentido de Lebesgue, con respecto a /*; y 
escribiremos / e J£(ix) en E. Si fx = m , la notacibn habitual es: / e $£ en E. 

Esta terminologia puede resultar un poco confusa: si (56) es + oo o — 
— oo , la integral de / sobre E esta definida, aunque / no es integrable en el 
sentido anterior de la palabra; / es integrable en E solamente si su integral 
sobre E es finita. 

Nos interesaremos principalmente por las funciones integrables aunque 
en algunos casos es conveniente tratar el caso mas general. 

11.23 Observaciones Las propiedades siguientes son evidentes: 

(a) Si/es medible y acotada en E y y si fx(E) < + oo, entonces/ e 
&(ji) en E. 
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(b) Si a < f(x) < b para x e E, y / 1 (E) < + 00 , es 

an(E) < f fd(i < bfi(E). 

J E 

(c) Si / y g e <e(p) en E, y si f(x) < #(x) para x e E 

f fdp. < f g d^i. 

J E J E 

(d) Si / e (ji) en E, entonces cf e 5£{jjl) en E, para toda constante 
finita c, y 


cf dn = c /4i. 

J E J E 

(e) Si p(E) — 0, y/es medible, 

f fdft=0. 

J E 

(/) Si / e ifO*) en £, >1 e 931, y >1 <= E, entonces / e J^O*) en A. 

11.24 Teorema 

(a) Supongamos que f es medible y no negativa en X. Para A e 93t, 
definamos 

(57) 4>(A) = f /<fc. 

J A 

Entonces, <j> es aditiva numerable en 93t. 

(b) La misma conclusion se cumple si f e &(y) en X. 

Demostraci6n Es evidente que (b) se deduce de (a) si escribimos / = 
= f + - f~ y aplicamos (a) a/ + y a/-. 

Para demostrar (a), tenemos que probar que 

(58) <KA) = £ <M„) 

n= 1 

Si e 931 (n = 1,2,3,...), si A, r\ Aj = 0 para i * j, y si /l = (Jf 

A- 

Si / es una funcibn caracteristica, la aditividad numerable de </> 
es precisamente la misma que la aditividad numerable de n, pues 
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K E dfi = n(A n E). 

J A 

Si / es simple, es de la forma (51) y la conclusion se sigue 
cumpliendo. 

En el caso general, tenemos para cada funcibn simple medible s 
tal que 0 < s < /. 


» 0 ° r 00 

\ sdn = J j \ sdn^Y. <t>( A n)- 

J A n= 1 J A„ n=l 

Por tanto, por (53), 

(59) <KA) < f 

H = 1 


Ahora, si 0(A) = + oo para cualquier n , (58) es trivial, por- 
que <j>(A ) > 0(A). Supongamos que 0(A) < + oo para todo n. 

Dado e > 0, podemos elegir una funcibn medible s tal que 0 < 
5 < /, y que 

(60) f sd^i> I f dfi — e 9 J sdpt> | fdfx-e. 

J Ai J Ax J A 2 J A 2 

Por lo tanto, 

0(A u A) >| s dfx = f 5 dfi. + j s djx> 0(A) 4- 0(A) — 2e, 
de modo que 


0(A u A) > 0(A) + 0(A)- 

Se deduce que tenemos, para todo n , 

(61) 0(A u---uA„)Z 0(A) + • • • + 0(A)- 

Como A z> A u ••• u A> (61) implica 


(62) 


m * i <ka„). 


n= 1 


y de (59) y (62) se deduce (58). 
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Corolario Si A e SCR, B <= A, y n(A — B) = 0, sera 

f fdpi = f /dpi. 

J A J B 

Como A — B u (A — B), esta expresion se deduce de la observacidn 
11.23(c). 

11.25 Observaciones El corolario anterior demuestra que los conjuntos de 
medida nula son despreciables en la integration. 

Escribamos / - g en E si el conjunto 

{x|/(x)#g(x)}n£ 


tiene medida nula. 

Entonces, /-/;/- g> implica g~f,yf~g, g~h implica/ - h . 
Esto es, la relacibn - es una relacidn de equivalencia. 

Si / - g en Ey tenemos como se ve facilmente, 

g d{i, 

siempre que existan las integrales, para todo subconjunto medible A de E. 

Si se cumple una propiedad P para todo x e E — A, y si (i(A) = 0, se 
acostumbra a decir que P se cumple para casi todo x e E, o que P se cumple 
casi en todas partes en E. (Este concepto «casi en todas partes» depende, 
ciertamente, de la medida particular que se considere. En el texto, si no se 
dice nada en contrario, se refiere de ordinario a la medida de Lebesgue.) 

Si / e en E , es evidente que f(x) debe ser finita en casi todas par¬ 
tes en E. Sin embargo, en la mayoria de los casos no perderemos ninguna ge- 
neralidad si suponemos que las funciones dadas tienen valores finitos desde 
el principio. 


11.26 Teorema Si f e &(ji) en E, entonces |/| e &(ji) en E, y 


( 63 ) 


J/H s J, 


i/i 


dn- 


Demostracidn Escribamos E = A u B, siendo f(x) > 0 en A yf(x) 
< 0 en B. Por el Teorema 11.24. 


J I/I dfi = |/| dfi + j^ |/| dpi = jV + dpi + jj' dpi <+ oo. 


de modo que |/| e £f(ji): Como / <, |/| y —/ < |/| , vemos que 
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f fdn < f |/| dp, I/I dp, 

J E J E J E 

y se deduce (63). 

Como la integrabilidad de / implica la de |/|, de la integral de Lebes- 
gue se dice a menudo que es una integral absolutamente convergente. Es 
ciertamente posible definir integrales no absolutamente convergentes, y en la 
resolucidn de algunos problemas es esencial hacerlo; pero estas integrales ca- 
recen de alguna de las propiedades mas utiles de la integral de Lebesgue y 
juegan un papel algo menos importante en el analisis. 

11.27 Teorema Supongamos que f es medible en E, \f\ < g, y g e if (jx) 
en E. Entonces f e if (//) en E. 

Demostracion Tenemos que f + < g y f~ < g. 

11.28 Teorema de la convergencia mon6tona de Lebesgue Supongamos 
que E e 9JZ. Sea [f n J una sucesidn de funciones medibles, tales que 

(64) 0 <//*) <f 2 (x) < ■■ (x e E). 

Sea f definida por 

(65) f„(x) -+f(x) (x e E) 
cuando n — oo. Entonces 


(66) \ f n dn-*( fdn (n -* oo). 

J E J E 

Demostracibn Por (64), es claro que, cuando n — oo, 

(67) f/„&-> a 

J E 

para algun a; y como j f„ < {/, tenemos 

(68) a ^ f / dfi. 

J E 

Elijamos c, tal que 0 < c < 1, y sea s una funci6n simple me¬ 
dible, tal que 0 < s < /. Pongamos 


E„ = (x \f n (x) ^ cs(x)} (n = 1, 2,3,...). 
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Por (64), £j c E 1 c 2? y por (65), 


(69) 


00 


£= U3.- 

n = 1 


Para todo n, 


(70) f f n dp> f f n dp > c f 

•£ *'e„ J E„ 

Hagamos n —• oo en (70). Como la integral es una funcion de conjun- 
tos aditiva numerable (Teorema 11.24); (69) demuestra que podemos 
aplicar el Teorema 11.3 a la ultima integral de (70) y obtenemos 

(71) a >c\ s dp. 

J E 

Haciendo c — 1, vemos que 



y (53) implica 

(72) a > f f dp. 

J E 

Deduciendose el teorema de (67), (68) y (72). 

11.29 Teorema Supongamos que f = f + f 2 , donde f, e J?(p) sobre E (/ 
= 1,2). Entonces f e £d(p) en E, y 

(73) f fdp= f f x dp+f f 2 dp. 

J E J E J E 

Demostraeibn Supongamos, primero, que f x > 0, f 2 > 0. Si f y y f 2 
son simples, de (52) y (54) se deduce inmediatamente (73). En caso 
contrario, elijamos sucesiones monotonas crecientes fs„'J, {s;") de fun- 
ciones simples medibles no negativas que convergen hacia y f 2 . El 
Teorema 11.20 demuestra que es posible. Pongamos s„ = s„' + s". Serb 

f s n dp = f s' n dp+ f j" dp, 

J E J E J E 

y se deduce (73) si hacemos n - » y recurrimos al Teorema 11.28. 
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Continuando, supongamos que f x > 0, f 2 < 0. Pongamos 
A ={x |/(x) >0}, B = {x|/(x) < 0}. 

Entonces fj x y - f 2 son no negativas en A. Por tanto, 

(74) f f x dn = f fdn + f (-/ 2 ) dn = f f d\i - f f 2 d/x. 

J A J A J A J A J A 

De igual modo, —f,f x y —f 2 son no negativas en B , de modo 

que 

f (-/a) dn—[ /i dn + f (—f)dfi, 

J B J B 

o 

(75) f fi dn = f f d\i - f f 2 dfi, 

J B Jb j b 

y se deduce (73) si sumamos (74) y (75). 

En el caso general, puede descomponerse E en cuatro conjuntos 
E„ en cada uno de los cuales tienen signo constante f } {x) y f 2 (x). Los 
dos casos que ya hemos demostrado implican 

f f dn = f A dp + f f 2 dfi (i = 1, 2, 3, 4), 

J Ei J Ei J Ei 

y se deduce (73) sumando esas cuatro ecuaciones. 

Ahora estamos en condiciones de volver a enunciar el Teorema 
11.28 para las series: 

11.30 Teorema Supongamos que E e SOI. Si [f n } es una sucesidn de fun- 
ciones medibles no negativas y 

(76) /(*)-£/.(*) (xeE), 

n — 1 


entonces 


f fdn = f }/„ dfi. 

J E n- 1 J E 

DemostracUm Las sumas parciales de (76) forman una sucesi^m mo- 
n6tona creciente. 



TEORiA DE LEBESGUE 347 


11.31 Teorema de Fatou Supongamos que E e 501. Si [f n ) es una sucesion 
de funciones medibles no negativas, y 

f(x) = lim in ff n (x) (x e E), 

n~*oo 


entonces 

(77) [ f dp <, lim inf f f„ dp.. 

En (77) puede darse la desigualdad. En el Ejercicio 5 se da un ejemplo. 

Demostracion Para n — 1,2,3,-•• y x e E, hagamos 
£„(*) = inf/iW U > n). 

Entonces g n es medible en E, y 

(78) 0 < g x (x) < g 2 (x) <■■■, 

(79) g n (x) <f n (x), 

(80) g n (x) -+f(x) (n -* oo). 

Por (78); (80) y el Te >rema 11.28, 

(81) \g n dp^\fdp, 

J E J E 

de modo que de (79) y (81) se deduce (77). 

11.32 Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue Supongamos 
que E e s Dl. Sea \f n \ una sucesidn de funciones medibles , tales que 

(82) /„(*) ->/(*) (x e E) 

Cuando n — oo. si existe una funcidn g <= en E, tal que 

(83) !/„(*)! <£(*) (n = 1,2,3, ...,xeE), 


entonces 
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A consecuencia de (83), se dice que [f n j esta dominada por g , y habla- 
remos de convergencia dominada. Por la Observation 11.25, la conclusibn es 
la misma si se cumple (82) en casi todas partes en E. 

Demostracion Primeramente (83) y el Teorema 11.27 implican que 
fn e y / e sein) en E. 

Como f„ + g > 0, el teorema de Fatou demuestra que 

f (/ + 8) dn < lim inf f (/„ + g) d\i, 

J E n-> oo J E 


O 


(85) 


f fd\i < lim inf f /„ dfi. 

J E oo J E 

Como g — f n >0, vemos igualmente que 

f ( 8 -/) d\i ^ lim inf f (g -/„) d(i, 

J E n ~* oo J E 


de modo que 


- f fd\i < lim inf f f n dfi \, 

J E n-+ oo L J E J 

que es lo mismo que 

(86) \ f dp > lim sup f / dpi. 

J E n~* oo J E 

La existencia del limite en (84) y la igualdad planteada en (84) se 
deducen, ahora, de (85) y (86). 

Corolario Si pi(E) < + oo, [f n }, es uniformemente acotada en E, y f n (x) — 
/(x), en E se cumple (84). 

Una sucesibn convergente uniformemente acotada, se llama frecuente- 
mente acotadamente convergente. 


COMPARACION CON LA INTEGRAL DE RIEMANN 

El proximo teorema demuestra que toda funcibn que es integrable, segun 
Riemann, en un intervalo es, tambien integrable, segun Lebesgue, y que las 
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funciones integrates segun Riemann estan sujetas a condiciones de conti- 
nuidad mas rigurosas. Aparte del hecho de que la teoria de Lebesgue nos 
permite, por ello, integrar una clase mucho mas amplia de funciones, su ma¬ 
yor ventaja estriba quiza en la facilidad con que se manejan muchas opera- 
ciones de limites; desde este punto de vista, los teoremas de convergencia de 
Lebesgue pueden considerarse como el corazdn de la teoria de Lebesgue. 

Una de las dificultades que se encuentra en la teoria de Riemann, es 
que los limites de las funciones integrables segun Riemann (o incluso de las 
funciones continuas) pueden no ser integrables segun Riemann. Esta dificul- 
tad queda ahora casi eliminada, pues, los limites de funciones medibles son 
siempre medible. 

Sea el espatio de medida X el intervalo [a,b\ de la recta real, con \k = 
- m (medida de Lebesgue), y 9M la familia de subconjuntos de [a,b] medi¬ 
bles, segun Lebesgue. En lugar de 


f fdm 

J x 

se acostumbra usar la notation ordinaria 

j f dx 

J a 

para la integral de Lebesgue de/sobre [a,b]. Para distinguir las integrates de 
Riemann de las de Lebesgue, representaremos las primeras por 



11.33 Teorema 

(a) Si f e .>? en [a,b\, entonces f € & en [a,b], y 

r b 

(87) fdx = M 

"a 

(b) Supongamos que f es acotada en [a,b]. Entonces f g M si , y so¬ 
lo si f es continua en casi todas partes en [a,b]. 

Demostracibn Supongase que / es acotada. Por la Definition 6.1 y 
el Teorema 6.4 existe una sucesion {PJ de particiones de [ a,b ] tal que 
P k + ] es un refinamiento de P ky tal que la distancia entre puntos adya- 
centes de P k es menor que 1 /k, y tal que 
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(88) lim L{P k ,f) - :M [ fdx, lim U(P k ,f) = 01 i fdx. 

k-* oo _ k~* oo ^ 

(En esta demostraci6n, todas las integrales se toman sobre [«,/;].) 

Si P k = xj, con aj, = a,x„ = b, define 

U k (a) = L k (a) =f(a ); 

poniendo U k {x) = M,y L k (x) - m, para x,_, < x < x„ 1 < / < n, y 
usando la notation que se introdujo en la Definition 6.1. Entonces 

(89) L(P k ,/) = jL k dx, U(P k ,/) = jv k dx, 

y 

(90) L k (x) < L 2 (x) <■■ < f(x) <•■■ < U 2 (x) < Ufx) 
para todo x e [a,b], ya que P* + 1 refina a P k . Por (90), existe 


(91) L(x) = lim L k (x), U(x) = lim U k (x). 

k-* oo fc-*- oo 

Observese que L y U son funciones medibles acotadas sobre 
[a,b], y que 

(92) L(x) <f(x) £ U(x) (a^x<L b ), 

y que por (88), (90) y el teorema de convergencia monbtona, 


(93) 


jL dx = & jf dx, | U dx = | / dx. 


Hasta aqui, no se ha supuesto nada acerca de / excepto que / es 
una funcibn real acotada sobre [a,b]. 

Para completar la demostracibn, nbtese que f e M si y solo 
si sus integrales superior e inferior son iguales; en consecuencia si y 
solo si 


( 94 ) 


jLdx = ju dx; 


ya que L < U, (94) sucede si y solo si L(x) = U(x) a lo mbs para x 
e [ a,b] (Ejercicio 1). 
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En este caso, (92) implica que 

(95) L(x) =f(x) = U(x) 

casi en todas partes sobre [a,b], asi que/es medible, y (87) se deduce 
de (93) y (95). 

Ademas, si x pertenece o no a P k > se puede ver facilmente que 
U(x) = L(x) si y solo si / es continua en x. Como la union de los 
conjuntos P k es numerable, su medida es 0 y se concluye que / es con¬ 
tinua casi en todas partes sobre [a,b] si y solo si L(x) = U(x) casi en 
todas parter, en consecuencia (como se vio anteriormente) si, y solo si 
/ e 0t. 

Esto cc mpleta la > nostracion. 

La relacion c ;dinaria entre ir.egracibn y diferenciacion se traslada en 
alto grado a la teor.a de Lebesgue. Si / e ££ en [a,b] f y 

(96) F(x)=ffdt (a < x < b), 

* a 

sera F’{x) = f(x) ;n casi todas partes en [a,b\. 

Inversamente, si Fes diferenciable en todo punto de [ a,b ] (aqui no sir- 
ve ya «casi en todas partes») y si F' e if en [a,b], sera 

F(x) - F(a) = f F'(t) dt (a<x< b). 

*a 

Para la demostracion de estos teoremas, aconsejamos al lector vea al- 
guna de las obras sobre integracibn citadas en la Bibliografia. 

INTEGRACION DE FUNCIONES COMPLEJAS 

Supongamos que / es una funcibn compleja definida en un espacio de medi¬ 
da X, y / = u + /v, donde u y v son reales. Decimos que / es medible si, y 
solo si tanto u como v son medibles. 

Es facil comprobar que las sumas y productos de funciones medibles 
complejas son tambien medibles. Como 

|/| = ( M 2 + v 2 ) 1/2 , 

el Teorema 11.18 demuestra que |/| es medible para toda / medible compleja. 

Supongamos que // es una medida en X, E es un subconjunto medible 
de X y / una funcion compleja en X. Decimos que / e j£?(/i) en E siempre 
que / sea medible y 


( 97 ) 


f |/| dn< + oo, 

J E 
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y definimos 

f dfx = \ u dfi + i v dfi 

si se cumple (97). Como \u\ < |/|, |v| < |/| y |/| < \u\ 4* |v|, es evi- 
dente que se cumple (97) si, y solo si u e i?(/i) y v e &(ji) en E. 

Ahora pueden extenderse los Teoremas 11.23(a), (d), ( e ), (/), 
11.24(6), 11.26, 11.27, 11.29 y 11.32 a las integrales de Lebesgue de fun- 
ciones complejas. Las demostraciones son totalmente directas. La del Teorema 
11.26 es la unica que ofrece algo de interes: 

Si / e if(/i) en E , hay un numero complejo c, \c\ = 1, tal que 

c f f dfi > 0. 

J E 

Hagamos g = cf = u + iv, u y v reales. Entonces, 

I* fdjx = c f / d/x = f gdfi= [ udfi< { \f\ dpi. 

J E J E J E J E J E 

La tercera de las igualdades anteriores se cumplen, pues las precedentes de- 
muestran que dfi es real. 

FUNCIONES DE CLASE & 2 

Como aplicacion de la teoria de Lebesgue, ampliaremos el teorema de Parseval 
(que demostramos solo para funciones continuas en el Cap. 8) y demostrare- 
mos el teorema de Riesz-Fischer para conjuntos ortonormales de funciones. 

11.34 Definici6n Sea X un espacio medible. Decimos que una funcion 
compleja / e S£ 2 {^) en X , si / es medible y si 

f \f\ 2 dfi< + oo. 

J x 

Si fi es una medida de Lebesgue decimos que/ e if 2 . Para/ e J? 2 (h) (desde 
ahora omitiremos la expresion «en X») definimos 

ii/ii = {jj/i 2 ^) 1/2 
y llamamos a ||/|| la norma <£ 2 (ji) de /. 

11.35 Teorema Supongamos que f e j ¥ 2 {jx) y g e Entonces fg € 

y 

f \fg\ dp < |t/|| Bf B. 

J X 


( 98 ) 
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Esta es la desigualdad de Schwarz que ya hemos encontrado para las 
series y para las integrales de Riemann. De la desigualdad se deduce que 

0 <; f (l/i + l\g\) 2 dn = ll/ll 2 + 2;. f \fg\ dn + A 2 ||g|| 2 , 

J X J X 

que es cierta para todo X real 

11.36 Teorema Si f e y g e jS? 2 (j u), entonces f + g e y 

11/+ gii < 11/11 + n*i. 

Demostracion La desigualdad de Schwarz muestra que 

u+g\\ 2 =i \.f\ 2 +jfg+jjg+j\g\ 2 

< ll/ll 2 + 211/11 \\g\\ + ||gl ! 2 
= (ll/ll+ llgll) 2 . 

11.37 Observaci6n Si definimos la distancia entre dos funciones / y g en 
& 2 Xp) por J/ — g||, vemos que se satisfacen las condiciones de la Definicion 
2.17, excepto por el hecho de que \\f - g\\ =0 no implica que f(x) = g(x) 
para todo jc, sino solo para casi todo x. Asi, si consideramos identicas las 
funciones que difieren solo en un conjunto de medida cero, & 2 (\i) es un es- 
pacio metrico. 

Consideraremos ahora if 2 en un intervalo de la recta real, con respecto 
a la. medida de Lebesgue. 


11.38 Teorema Las funciones continuas forman un subconjunto denso de 
& 2 en [a,b]. 

Mas explicitamente, esto significa que para cualquier / e L£ 2 en [a, 6], 
y cualquier s > 0, hay una funcion g, continua en [a,b], tal que 

( r b W 2 

\\f-g\\ =|J (f-g) 2 dx j <£. 


Demostracion Diremos que /es aproximada en if 2 por una sucesion 
\g„ 1 si If - g n A - 0 cuando n - 00 . 

Sea A un subconjunto cerrado de [a,b] y K A su funcion 
caracteristica. Pongamos 


t(x) = inf \x — y\ 


(ye A) 
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y 8n{x) ~ \ + nt(x) (n ' 

Entonces g n es continua en [a s b], g n (x) = 1 en A, y g n (x) — 0 en B> 
siendo B — [a,b] — A. Por tanto, 

Un ~ K a \\ = {j^„ 2 dx^‘ 2 -0 

por el Teorema 11.32. Asi pues, las funciones caracteristicas de 
conjuntos cerrados pueden ser aproximadas en <£ 2 por funciones con- 
tinuas. 

Por (39) se ve que tambien es cierto para la funcion caracteristi- 
ca de cualquier conjunto medible, y por consiguiente, tambien para 
las funciones medibles simples. 

Si / >0y/ej£? 2 , sea una sucesibn monbtona creciente de 
funciones medibles simples no negativas tales que s„(x) — /(x). Co¬ 
mo |/ — sj 2 < f 2 , el Teorema 11.32 demuestra que ||/ - s n || — 0. 
De aqui se deduce el caso general. 

11.39 Definicion Decimos que una sucesibn de funciones complejas {</>J 
es un conjunto ortonormal de funciones en un espacio medible X , si 

l-t 

En particular, debemos tener e Si / e if 2 (/x), y si 

c„=if$ n dn (« = 1 , 2 , 3 ,...), 

J x 

escribiremos 

n~ 1 


como en la Definicibn 8.10. 

La definicion de serie de Fourier trigonometrica se amplia del mismo 
modo a if 2 (o incluso a $£) en [-7r,7r]. Los Teoremas 8.11 y 8.12 (la desi- 
gualdad de Bessel) se cumple para cualquier / <= Las demostraciones 

son iguales, palabra por palabra. 

Ahora podemos demostrar el teorema de Parseval. 

11.40 Teorema Supongamos que 


( 99 ) 
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donde f e if 2 en [-7r,7r]. Sea s n la n-esima suma parcial de (99). Entonces, 

(100) Bm|/-jJ-0, 

n-* oo 

(101) Zl c »l 2 = if \f \ 2 dx - 

- 00 * _ n 


Demostracion Sea e > dado. Por el Teorema 11.38, hay una fun- 
ci6n continua g tal que 


IIZ-sll <Y 

Ademas, es facil ver que podemos hacer que g(7r) = g(-7r). Entonces 
puede prolongarse g en una funcidn continua periddica. Por el Teore¬ 
ma 8.16, hay un polinomio trigonometrico T, de grado TV, tal que 

\\g~T\\ <-■ 

Por tanto, por el Teorema 8.11 (ampliado a SC 2 ), n > N implica 

\\s n -f\\ <, ur-/|| <«, 

y se deduce (100). La ecuacion (102) se deduce de (100) como en la 
demostracion del Teorema 8.16. 

Corolario Si f e if 2 en (-x,7r] y si 

f f(x)e~''*dx = 0 (n - 0, ± 1, ±2,...), 

J -71 

entonces ||/|| = 0. 

Asi, si dos funciones en if 2 tienen la misma serie de Fourier, difieren a 
lo sumo en un conjunto de medida cero. 

11.41 Definicidn Sean f y f n e (n = 1,2,3,...). Decimos que \f„\ 

converge hacia / en if 2 (/*) si \f n - f\ — 0. Decimos que [f n } es una sucesidn 
de Cauchy en if 2 (/i) si para cada t > 0 hay un entero TV tal que n > TV, m > 
N implica |/„ - f m | S e. 

11.42 Teorema Si \f„) es una sucesidn de Cauchy en exisie una 

funcidn f e if 2 (/i) tal que \f n ) converge hacia f en -S? 2 (p). 



356 PRINCIPIOS DE ANAUSIS MATEMATKO 


Esto expresa, en otras palabras, que i? 2 (/0 es un espacio metrico 
complete >. 

Demostracion Como [f n \ es una sucesion de Cauchy, podemos 
hallar una sucesion \n k \, k — 1,2,3,..., tal que 

II/*-/■*+,II <jE (* = 1,2,3,...). 

Elijamos una funci6n g e J&? 2 (/i). Por la desigualdad de Schwarz, 

j x \g(L k -L k >,)\ dn<M. 

Por tanto, 

(102) £ f |«</*-/*♦.)! 4* <ll,g||. 

fc= t J X 

Por el Teorema 11.30, podemos permutar la suma y la integracion en 
(102). Se deduce que 

(103) \g(x)\ £ | f nk (x)-f„ k+l (x) | < + co 

k= 1 

en casi todas partes en X . Por tanto, 

(104) £ l/„ fc+1 (*) -/■*(*) I < + 00 

k= 1 

en casi todas partes en X. Porque si la serie de (104) fuera divergente en 
un conjunto E de medida positiva, podriamos tomar g(x) no nula 
en un subconjunto de E de medida positiva, obteniendo asi una 
contradiccion de (103). 

Como la &-esima suma parcial de la serie 

1 (/„ k+1 W 

1 

que converge en casi todas partes en X , es 

/»*♦,(*) -/■,<*). 


fix) = Um f„ k (x) 

fc“+ 00 


vemos que la ecuacibn 
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define f(x) para casi todo x e X y no importa c6mo definamos f(x) 
en los restantes puntos de X. 

Demostraremos ahora que esta funcion / tiene las propiedades 
deseadas. Sea e > 0 dado, y elijamos TV como se indica en la Defini- 
ci6n 11.41. Si n k > TV, el teorema de Fatou demuestra que 


II/-/JI ^ Um inf ||/„, -/J| < e. 

i~> oo 

Asi pues, / - f„ k e £C 2 (ji), y como/ = if - f„ k ) + f„ k , vemos que/ 
e Tambien, como e es arbitrario, 

Hm ||/-/J| =0. 

k-> oo 

Finalmente, la desigualdad 

(105) \\f-fn\\<\\f~U + \\fn k -fn\\ 

demuestra que \f n } converge hacia / en porque si tomamos ny 

n k suficientemente grandes, cada uno de los dos terminos del segundo 
miembro de (105) se puede hacer arbitrariamente pequeno. 

11.43 Teorema de Riesz-Fischer Sea [</>J ortonormal en X . Supongamos 
que E|c„| 2 converge, y pongamos s n = c,0, + ••• + c n <j> n . Entonces, existe 
una funcion f e J^ 2 0) tal que (sj converge hacia f en -Sf 2 (/x), j 

/~ 

n= 1 

Demostracion Para n > m, 

Ikn ~' ^mll = I ^m + i I + ’ ’ * + | C n | , 

de modo que {s,,} es una sucesi6n de Cauchy en S£ 2 (p). Por el Teore¬ 
ma 11.42, hay una funcibn / e & 2 (jjl) tal que 

Hm II/-J.I-0. 


Ahora, para n > k< 

f f$k dn~c k = ( f$ k dn - f s„$ k dfi, 

J x J x J x 


de modo que 

f f$k dn - c k 
J x 


<II/-*J ‘WM + II/- S,l 
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Haciendo n — oo, vemos que 

C k =\ f<f> k dn (k = 1,2,3,...), 

J x 

quedando completa la demostracion. 

11.44 Definition Se dice que un conjunto ortonormal {</>„} es completo si, 
para / e J 2 ? 2 (/x), las ecuaciones 

f f$ n dn=0 ( n= 1,2,3, ...) 

implican que ||/|| = 0. 

En el corolario del Teorema 11.40 dedujimos la completitud del siste- 
ma trigonometrico a partir de la ecuacion Parseval (101). Inversamente, la 
ecuacion de Parseval se cumple para todo conjunto ortonormal completo: 

11.45 Teorema Sea (</>J un conjunto ortonormal completo. Si f e if 2 (/x) 
y si 

(106) 

n= 1 

sera 

(107) f l/l 2 4*= Xkl 2 . 

J X n— 1 

Demostracion Por la desigualdad de Bessel, L\c n \ 2 converge. 
Poniendo 


s n - + * * • 4- C n (j) n , 

el teorema de Riesz-Fischer demuestra que hay una funcion g e S£ 2 (y) 
tal que 


(108) 


8 


oo 


~ Z c n 4 > n , 

n= 1 


y que ||g - sj - 0. Por tanto ||s„|| - ||g||. Como 

Ik II 2 = kil 2 h -+■ kl 2 , 

tenemos 


J fs| 2 4« = X kl a - 

J X » = 1 


( 109 ) 
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Ahora, (106), (108) y la completitud de {</>„), demuestran que \\f 
— g|| = 0, de modo que (109) implica (107). 

Combinando los Teoremas 11.43 y 11.45, llegamos a la conclusion 
muy interesante, de que todo conjunto ortonormal completo induce una 
correspondencia 1-1 entre las funciones / e «£? 2 (/*). (Considerando identicas 
las que son iguales en casi todas partes) por un lado y las sucesiones \c n ) pa¬ 
ra las que converge L \ c n | 2 , por otro. La representacion 

f~ Z C n < t>fXK 
n= 1 

juntamente con la ecuaci6n de Parseval, demuestran que puede considerarse 
como un espacio euclidiano de dimension infinita (el llamado «espacio 
de Hilbert», en el que el punto/tiene coordenadas c„, y las funciones </>„ son 
los vectores coordenadas. 


EJERCICIOS 

1. Si / > 0 y \ t f dn = 0, demostrar que f(x) = 0 en casi todas partes en E. Suge- 
rencia : Sea E n el subconjunto de E en el cual f(x) > \/n. Escribir A = (J 
Entonces n(A) = 0 si y solo si /*(£„) - 0 para todo n. 

2. Si \ A f dp = 0 para todo subconjunto medible A de E, f(x) = 0 casi en todas 
partes en E. 

3. Si t f n \ es una sucesion de funciones medibles, probar que el conjunto de puntos x 
en los cuales l/„(x)} converge, es medible. 

4. Si / e &(tx) en E y g es acotada y medible en E, fg e i?(/d en E . 

5. Poniendo 


w 
1 ), 

f 2k (x) = g(x) (0 <x < 1), 

/2HlW = g(l“X) (0 <X < 1). 

es 

lim inf f n (x) = 0 (0 < x <1), 

n -* oo 

pero 

J o fn(x) dX = i 

[Comparar con (77)]. 

6. Si 


*(*)= 


( 0 <^^ 
(i < x < 



(kl <n), 
(|x| >n). 
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Entonces f n (x) — 0 uniformemente en R\ pero 

r.J mdx = 2 (»= 1 . 2 , 3 ,...). 

(Escribimos en Iugar de Asi, la convergencia uniforme no implica la 
convergencia dominada en el sentido de Teorema 11,32. Sin embargo, en los con- 
juntos de medida finita, las sucesiones uniformemente convergentes de funciones 
acotadas. Satisfacen el Teorema 11.32. 

7. Hallar una condition necesaria y suficiente para que/ e &(a) en [a,b]. Sugeren- 
cia : Considerar el ejemplo 11.6 (b) y el Teorema 11.33. 

8. Si / g 0t en [a,b] y si F(x) = j* /(/) dt , F'( x) = f(x) en casi todas partes en 
la,b]. 

9. Probar que la funcibn F dada por (96) es continua en [ a t b ]. 

10. Si fi(X) < + oo y / g JSf 2 (/i) en X> entonces / g &(ji) en X. Si 

fi(X) = + oo, 

esto es falso. Por ejemplo, si 


/ g jSf 2 en R 1 , pero / £ en R 1 . 

11. Si/, g g jSf(ji) en A", definir la distancia entre/y g por 

l/-,rl 4*. 

Probar que .£?(/*) es un espacio metrico completo. 

12. Suponer 

(а) \f(x>y)\ < 1 si 0 < x < 1, 0 < y < 1, 

(б) para x fijo, /(*,>>) es funcion continua de y , 

(c) para jp fijo, /(x,^) es funcion continua de x. 

Poner 

Z(x) = J o /(*, >0 dy (0 ^ x ^ 1). 

^Es continua g? 

13. Considerar las funciones 

fn(x) — sen nx (n = 1, 2, 3, ..., — ir < x ^ tt) 

como puntos de J£? 2 . Probar que el conjunto de estos puntos es cerrado y aeota- 
do, pero no compacto. 

14. Probar que una funcion compleja es medible si y solo si f~ ] ( V) es medible para 
todo conjunto abierto V en el piano. 

15. Sea $ el anillo de todos subconjuntos elementaks de (0, 1)J. Si 0 < a < b < I , 
definir, 
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4>([a, b}) = 4>{{a, b)) = <f>( (a, fc]) = c/>((a, b)) = b- a, 

pero siendo 

#(0, b)) = </>(( 0, b])=l+Z> 

si 0 < b < 1. Demostrar que esto da una funcibn de conjuntos aditiva </> en 0t 
que no es regular y que no puede ampliarse a una funcibn de conjuntos aditiva 
numerable en un a-anillo. 

16. Suponer que \n k ) es una sucesibn creciente de enteros positivos y E es el conjunto 
de todos los x e (-X, x) en los que converge (sen n^). Probar que m(E) = 0. 
Sugerencia : Para todo A a E, 

j^sen n k x dx ->0, 

y 

2 (sen/i**) 2 dx — (1 — cos 2n k x) dx -> m(A) cuando lc-+cc. 

17. Suponer que E cz (-x, x); m(E) > 0, 6 >0. Utilizar la desigualdad de Bessel 
para probar que hay a lo sumo un numero finito de enteros n tales que sen nx > 
6 para todo x e E. 

18. Suponiendo que / e <£ 2 (/*), g e £P 2 (ji), probar que 

|J'/i4 i | 2 = jl/l 2 4* j \g\ 2 fy 

si y solo si hay una constante c tal que g(x) = cf(x) en casi todas partes. (Com- 
parar con el Teorema 11.35). 
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LISTA DE SIMBOLOS ESPECIALES 


Los simbolos enumerados a continuation estan acompanados por su significado breve 
y el numero de la pagina en la que estan definidos. 


G pertenece a.3 

$ no pertenece a.3 

<=, 3 signos de inclusibn ..3 

Q campo racional.3 

<, <, >, > signos de desigualdad . 3 

sup minima cota superior.4 

inf maxima cota inferior.4 

R campo real...9 

+ oo, — oo infinitos .12,29 

z complejo conjngado.15 

Re (z) parte real.15 

Im (z) parte imagineria.15 

|z| valor absoluto .15 

L simbolo de suma.16, 62 

R k /oespacio euclidiano.17 

0 vector nulo...17 

x • y producto in erno.17 

| x 1 norma de un vector.17 


{x n \ sucesidn.28 

(J, u unidn.29 

0. n interseccidn.29 

(a, b ) segmento .33 

[a t b] intervalo.33 

E c complemento de.34 

E' puntos limite de.37 

E cerradura de.37 

lim limite.50 

— converge hacia.50, 104 

lim sup limite superior.59 

lim inf limite inferior.59 

g°f composicion.92 

/(*+) limite por la derecha.101 

f(x~) limite por la izquierda.101 

/',f' (x) derivadas.110, 119 

U(P,f ), U(P,f,a), L(P,f)L(P,f,a) 
sumas de Riemann.130, 131 
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0t(<x) clases de funciones integrables 


de Riemann (Stieltjes).130, 131 

#( X ) espacio de funciones 

continuas.161 

| I norma. 150,161,352 

exp funcion exponencial.192 

D n nucleo de Dirichlet.203 

T(jc) funcion gama.....207 

jej,..., ej base estandar.220 

L(X ), L(X, Y) espacios de 

transformaciones lineales.223 

\A] matriz.225 

Djf derivada parcial.231 

V/ gradiente .234 

clases de funciones 

diferenciables.236, 254 

det [] determinante.251 

J/x) Jacobiano.253 

dCVi, •;:: y j Jacobiano.254 

d(x u xj 


I k k- celda..265 

Q k ^-simplex.267 

dx r £-forma basica.278 

a simbolo de multiplicacion.275 

d operador diferenciacion.282 

w T transformada de.284 

d operador frontera.291 

V x F rotacional.. . .305 

V • F divergencia.305 

$ anillo de conjuntos elementales 327 

m medida de Lebesgue.327,333 

/* medida...327, 333 

SDIfjSCR familias de conjuntos 

medibles.330 

\x | P| conjunto con la propiedad . . 335 
/+,/” parte positiva (negativa) de .337 

K e funcion caracteristica .338 

Jif 2 , S£\\x) clases de 
funciones integrables segun 
Lebesgue.340, 352 
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